Abordagem direta dos modelos de placa de Reissner e Mindlin pelo metodo dos elementos de contorno by Westphal Junior, Tancredo
UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA 
CURSO DE POS-GRADUAÇÃO EM ENGENHARIA MECÂNICA
ABORDAGEM DIRETA DOS MODELOS DE PLACA DE REISSNER E MINDLIN 
PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
DISSERTAÇÃO SUBMETIDA Á UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA 
PARA A OBTENÇÃO DO GRAU DE MESTRE EM ENGENHARIA MECÂNICA
TANCREDO WESTFHAL JUNIOR
FLORIANÓPOLIS, OUTUBRO DE 1990
ABORÜAGEM DIRETA DOS MODELOS DE PLACA DE REISSNER E MINDLIN 
PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
TANCREDO WESTPHAL JUNIOR
ESTA DISSERTAÇÃO FOI JULGADA ADEQUADA PARA A OBTENÇÃO DO TÍTULO DE
MESTRE EM ENGENHARIA
ESPECIALIDADE ENGENHARIA MECÂNICA, ÁREA DE CONCENTRAÇÃO PROJETO, APROVADA EM 
SUA FORMA FINAL PELO CURSO DE PÓS-GRADUAÇÃO EM ENGENHARIA MECÂNICA.
CLOVIS ^PERB DE-^ARCEKCOS, Ph. D. 
ORIENTADOR
CiCt.
ND SN O B E R , D r.-Ing. 
COORTOENADOR
BANCA EXAMINADORA:
____CLOVIS SPERB DE BARŒLLOS, Ph. D. 
PRESIDENTE
SÉRGIO COLLE, D. Sc.
À m inha m ãe Eloá e m inhas irm ãs 
C laudete, M arg aré t e E lizabete
À m em ória de T ancredo  
R oberto , Jean e te  e R osinete
AGRADECIMENTOS
Ao p ro fe s so r  Clovis Sperb de B arcello s
pe la  o rien tação , incen tivo  e sugestões  im prescindíveis;
Ao Luiz Henry
p e las  va lio sas in fo rm ações;
Ao amigo Jun Sérgio Ono F onseca
pelo apoio log ís tico  e e s p ír ito  desb ravador, que p a ra le lam en te  ao 
W ronski fo rneceu  o su p o rte  com putacional;
Um ag radecim en to  especial ao s  co legas
Bosco
Paulo Resin 
André O gliari 
Jun;
Ao amigo V aldir Volpato
p a rtic u la rm e n te  pelos p e rc u rso s  Braço do N orte  -  F lorianópolis;
Ao CNPq e à CAPES
pelo apoio fin an ce iro ;
Aos colegas, especialm en te  ao s  da  sa la  5 e à " tu rm a do m ar de lama" 
p e la  am izade sem pre.
SUMÁRIO
CAPÍTULO 1 -  INTRODUÇÃO E REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
1.1 -  In trodução  1
1.2 -  Revisão B ib liog ráfica  3
CAPÍTULO 2 -  MODELO DE REISSNER PARA DEFLEXÃO DE PLACAS
2.1 -  In trodução  6
2 .2  -  Fundam entos 6
2.3  -  Equações de E quilíbrio  7
2 .4  -  Campo de Tensões 8
2.5  -  D eslocam entos G eneralizados 9
2 .6  -  Campo de D eform ações G enera lizadas 9
2 .7  -  R elações Tensão-D eslocam ento  10
2 .8  -  Condições de Contorno 11
2 .9  -  Equações de R eissner 11
2.10 -  A Solução Fundam ental e as Equações de R eissner 12
2.11 -  U nificação dos Modelos de P laca  de R e issner e Mindlin 14
2.12 -  Conclusão 15
CAPÍTULO 3 -  FORMULAÇÃO INTEGRAL DOS MODELOS DE REISSNER E MINDLIN PARA 
DEFLEXÃO DE PLACAS
3.1 -  In trodução 16
3 .2  -  Solução Fundam ental 16
3 .3  -  Deslocam entos e T rações  sob re  o C ontorno 20
3.3.1 -  Tensor Deslocam ento Fundam ental U 21
1 j
3 .3 .2  -  Tensor Tensão Fundam ental T 23
i j
3 .4  -  Deslocam entos e E sfo rços no Domínio 26
3.4.1 -  Deslocam entos 26
3 .4 .2  -  E sforços 26
3 .5  -  Conclusão 33
VI
CAPÍTULO 4 - 0  MÉTODO DIRETO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO AOS 
MODELOS DE PLACA DE REISSNER E MINDLIN
4.1 -  In trodução  34
4 . 2 - 0  Método dos E lem entos de Contorno 34
4 .3  -  P rocesso  de D isc re tização  35
4 .4  -  D isc re tização  p a ra  Pontos sobre  o Contorno 38
4 .5  -  D isc re tização  p a ra  Pontos do Domínio 43
4.5.1 -  D eslocam entos 43
4 .5 .2  -  E sfo rço s  44
4 .6  -  P rocesso  de In teg ração  44
4.6.1 -  In te g ra is  R egu lares 44
4 .6 .2  -  In te g ra is  S ingu lares 45
4.7 -  Solução do S istem a de Equações 48
4 .8  -  Cálculo das V ariáveis em Pontos In te rnos 48
CAPÍTULO 5 -  APLICAÇÕES NUMÉRICAS
5.1 -  In trodução  49
5 .2  -  P lacas  C ircu la re s  49
5.2.1 -  P laca  C ircu la r E ngastada  com C arga U niform em ente
D istribu ída  49
5 .2 .2  -  P laca  C ircu la r Sim plesm ente Apoiada com C arga
U niform em ente D istribu ída  52
5 .2 .3  -  P laca  C ircu la r E ngastada  com C arga C oncen trada  no C entro  57
5 .2 .4  -  P laca  C ircu la r sob Flexão A xissim étrica  58
5 .3  -  P lacas  R e tan g u la res  58
CAPÍTULO 6  -  CONCLUSÕES E SUGESTÕES
6 .1  -  In trodução  59
6 .2  -  Conclusões 59
6 .3  -  Sugestões 60
APÊNDICES
A -  MODELO DE MINDLIN PARA DEFLEXÃO DE PLACAS 61
B -  OBTENÇÃO DAS EQUAÇÕES INTEGRAIS PELO MÉTODO DOS RESÍDUOS
PONDERADOS 65
C -  ADEQUAÇÃO DAS EQUAÇÕES AO MODELO DE PLACA DE MINDLIN 74
D -  ALGUMAS EQUAÇÕES NECESSÁRIAS PARA A OBTENÇÃO DOS TENSORES
FUNDAMENTAIS 76
E -  DETERMINAÇÃO DOS FATORES GEOMÉTRICOS C^^ 80




A = K + -  
0 z K -  -  1 z
B = K + -  
0 z K -  -  1 z
SIMBOLOGIA
I ,  j
i, j ,  k, a, b 
a , y, ô, 0 
u
(.)
índices que variam  de 1 a  3 vezes o núm ero de nós de um ele­
m ento (de contorno  ou domínio)
-> índices que variam  de 1 a  3 
índices que variam  de 1 a  2
índice que v a ria  de 1 a  2  e não im plica som ató rio  quando r e ­
petido
-4 variável (.) qualquer do es tad o  co rresponden te  à solução 
f  undam ental
ra io  de uma p laca  c irc u la r  [m]
AI = I + -  
0 z -I -  -  1 z
m atr iz  "de rig idez"
m a tr iz  re s u lta n te  da in te g ra l de U e U sobre  os elem entos de
domínio
BI = I + -  
0 z -I -  -  1 z
CC = C + 4C (l+v-) -  2C -  2C
2 4 1 5
m atr iz  geom étrica  em P
C ......  C
1 D
com ponentes do ten so r  das c o n s ta n te s  e lá s tic a s  
-> constan tes da solução fundam en ta l G(Q,P)
IX
m
-> deslocam entos de corpo ríg ido
Eh^
^  "  vzJT -  — * r ig id ez  à  f le x ã o  [N/m]
Z)(IR2 ) — > espaço  das d is tr ib u içõ es  em [R^
e^ — > v e to re s  u n itá r io s  na  d ireção
E — ) módulo de e la s tic id a d e  [N/m^]
« *
f  — > v ariaçõ es  de F ao longo de x ,i 1 ^
F^ — > c a rg a s  c o n cen trad as  u n itá r ia s
F^(3^) — > o p erad o r d ife ren c ia l em re lação  às coordenadas do ponto  Q
F e F — > co n s ta n te s  envolvidas na solução fundam ental 
3 6
F — > v e to r "de carga"
g — > m a tr iz  r e s u l ta n te  da in teg ra l de U _  sobre  os e lem entos de
contorno
G — > m a tr iz e s  g so b rep o stas
G = > módulo de e la s tic id a d e  tra n sv e rsa l [N/m^]
2 ( 1  + 1^ )
G(Q,P) — > solução fundam en ta l
G — > jacob iano  de um elem ento de contorno
n
G^ I — > jacob iano  de um "elemento" de domínio
h — > esp essu ra  da p laca  [m]
— > m a tr iz  h co rresponden te  ao ponto s ingu lar, a c re sc id a  da r e s ­
pectiva  m a tr iz  C
i j
h — > m a tr iz  re s u l ta n te  da in teg ra l de T _  sobre  os e lem entos de
con torno
m a tr iz  iden tidade
I = 1 0 00 1 0
I . I0 1
k2
K , K 
0 1
L (3 ) 
i J Q





funções m od ificadas  de Bessel de p rim e ira  espécie de ordem  
zero  e um
-> f a to r  de c o rre ç ã o  da ten sã o  c isa lh an te
funções m od ificadas  de Bessel de segunda espécie de ordem  
zero  e um
com prim ento de um elem ento  de con torno  [m]
operador d ife re n c ia l em re la çã o  à s  coordenadas do ponto Q
d e te rm in an te  de L (3 ) 
i j Q
-4 c o fa to r  de L (3 )
i j Q
m omentos f le to re s  e to rç o re s  por unidade de com prim ento 
[N.m/m]
( l-p )X 2 , R e is sn e r
" fa to r  de modelo"
0 , M ind lin
-> núm ero de pon to s nodais no domínio





núm ero de e lem en tos de con torno
-> ponto P so b re  F 
ponto fo n te  em Q
ponto 0  so b re  F 
-> ca rreg am en to  t ra n s v e rs a l  e x te rn o  [N/m^]
-> fo rç a  e x te rn a  a p lic ad a  no nó j  na  d ireção  i
ponto cam po em  Q
e sfo rço s c o r ta n te s  po r unidade de com prim ento  [N/m]
fo rç a s  nodais  no dom ínio
r  = Q- d is tâ n c ia  de Q a  P
XI
r  = X (Q) -  X (P)
CL OC OC
r  — > d eriv ad a  de r  em re la çã o  à coordenada x
,Od ^ OC
r  = r  n — > d eriv ad a  no rm al,n ,cc a.
R — > núm ero  de "elem entos" de domínio
R j j — > m a tr iz  de tra n s fo rm a ç ã o  do s is te m a  g lobal p a ra  o local
s — > núm ero de pon tos nodais sob re  o contorno
t j  — > fo rç a s  de su p e rf íc ie  g e n e ra liz a d as  [N .m /m ]
t j  — > fo rç a s  de su p e rf íc ie  g e n e ra liz a d as  p re s c r i ta s
t j  — > fo rç a s  de su p e rf íc ie  nodais
— > e sfo rç o s  de p laca  sob re  um elem ento de contorno
T — > e sfo rç o s  noda is  de p laca  sob re  o contorno
T_ _ — > cam po de e s fo rç o s  da solução fundam enta l
T — > te n so r  d e fin ido  no cálculo  dos e s fo rço s  em pontos in te rn o s
a i  j
u. — » deslocam en tos genera lizados
u ro ta ç õ e s  [rad]
Oi
u d e flex ão  [m]
3
u. — > deslocam en tos gen era lizad o s p re sc r ito s
u | — > deslocam en tos nodais
u ’  ^ — > deslocam en tos de p laca  sob re  um elem ento  de contorno
U — > v e to r fo rm ad o  pelos u ’'^
N
U —^ união dos N elem entos de con torno
n = 1
— > cam po de deslocam entos da solução fundam en ta l 
— > te n s o r  p re s e n te  na in te g ra l de dom ínio do m odelo de R eiss­
n e r, quando do cálcu lo  dos va lo res sob re  o con to rno  e dos 
deslocam en tos no dom ínio 
U — > te n s o r  de fin id o  no cálcu lo  dos e s fo rço s  em pontos in te rn o s
U. l J
Xl l
— ) deslocam entos [m]
V — ) te n so r  p re se n te  na f  orm ulação  in te g ra l do m odelo de
Oil
R eissner, no cálcu lo  dos e s fo rço s  em pontos in te rnos
x^, — > coordenadas do ponto Q
X  , X , X  — > coordenadas c a r te s ia n a s
1 2 3
X* — > coordenadas nodaisOC
X — > v e to r das incógn itas  sob re  o contorno
y — > coordenada u sad a  p a ra  d e fin ir  a coordenada adim ensional 7)
y* — > ponto sob re  o qual a tu a  um a c a rg a  concen trada
Y — > te n so r  das in te g ra is  de dom ínio convertidas p a ra  o con torno , 
Odl/3 “
z = Ar
usado no cá lcu lo  dos e s fo rç o s  em pontos in te rnos
(p — > conjunto  vazio
r  — > contorno  de
r  — > elem ento  de con tornon
^  p a r te  do con to rno  T sob re  a  qual são p re s c r ita s  as fo rç a s  de 
su p e rf íc ie  g e n e ra lizad as
r  — > p a r te  do con to rno  F sobre  a  qual são p re s c r ito s  os d esloca-
u
m ehtos gen era lizad o s
ô(Q,P) — ) d e lta  de D irac
ô — > d e lta  de K ronecker
i j
02
^ ^  ~ d x  d x  —  ^ operado r de Laplace
a. CC
= AA — > o perado r b i-harm ôn ico
= c ’j(x^ ) — > com ponentes do te n so r  defo rm ação  [m/rin]
 ^ — * com ponentes do te n so r  defo rm ação  de p laca [m /m ]
Xl l l
-> coordenada adim ensional de um elem ento  de contorno
T) — > coordenadas adim ensionais de um "elem ento" de domínioOL
1 2 k^ — > p a râ m e tro  c a ra c te r ís t ic o  dos m odelos de p laca  estudados 
Aj — > ten so r  m ediante o qual se tra n sfo rm am  in te g ra is  de domínio
em in te g ra is  sobre  o contorno
V — ) coefic ien te  de Poisson
Çj, — > coordenadas do ponto P
0*^  ^ — > com ponentes do ten so r ten são  [N/m^l
T  =  M
oc^ a/3
T  =  Q
oc3 OC
(j>(r) — > função  te s te  em Z)(1R2 )
4> ^  — > funções de in te rpo lação
ifi — > exp ressão  m a tr ic ia l dos (j>,
n — > domínio da reg ião  em estudo
n — > "elemento" de domínio
r
< -> — > produ to  in te rno
I - |  — > norm a euclid iana
— > dete rm inan te
RESUMO
A ap licação  do m étodo dos res íd u o s ponderados ao m odelo d ife ren c ia l de 
p laca  de R eissner r e s u l ta  num con jun to  de equações in te g ra is . Uma s im p lificação  des­
ta s  equações fo rn e c e  aq u e las  c o rre sp o n d en te s  ao modelo de p laca  de M indlin. A fo rm u ­
lação  é en tão  u n ific ad a  p a ra  os dois m odelos.
A so lução  fu n d am en ta l é d e te rm in ad a  pelo m étodo de H õrm ander. Pela te o r ia  
das d istribu ições v e r if ic a -s e  que a  so lução  fundam en ta l é com posta de funções e ssen ­
c ia is  e com plem entares (ou liv res). Os co efic ien tes  das funções liv res  são estudados 
a tra v é s  de a lguns exp erim en to s  num éricos, pe la  ap licação  do m étodo dos e lem entos de 
contorno. Uma s im p lificação  do te n s o r  deslocam ento fundam en ta l conduz a uma 
equiparação  com o co rre sp o n d en te  te n s o r  associado  ao modelo de p laca  de K irchhoff.
Um s is te m a  de equações a lg é b ric a s  lin ea re s  é ob tido  pelo uso do m étodo da 
colocação, e o e s tu d o  num érico  é e fe tu ad o  em pregando funções de in te rp o lação  iso p a ra -  
m é trica s  constan tes , lin e a re s  ou q u a d rá tic a s .
As in te g ra is  são  c a lcu lad as  num ericam ente  por q u a d ra tu ra  g aussiana , sendo 
a n te s  aplicado um proced im ento  espec ial de reg u la rização  sobre  as in te g ra is  s ingu la­
res . Os valores p rin c ip a is , ju n to  com os f a to re s  geom étricos, são  ob tidos pela  impo­
sição de deslocam entos u n itá r io s  de corpo  ríg ido.
Quando o c a rre g am e n to  é unifo rm em ente  d istrib u íd o  sobre  a  p laca , a s  in te ­
g ra is  no domínio são  c o n v e rtid as  em in te g ra is  sobre  o contorno. Contudo, e s ta  t r a n s ­
fo rm ação  é opcional, pois assim  podem s e r  considerados p roblem as com c a rreg am en to  ge­
nérico.
São a p re se n ta d o s  a lguns exem plos num éricos, sendo os re su lta d o s  ob tidos
m uito bons. O bserva-se  tam bém  que não oco rre  "locking" quando se analisam  p lacas 
f in as .
ABSTRACT
The app lication  of th e  w eigh ted  res id u a l m ethod to  R e issn er’s p la te  model 
leads to  a  se t o f in teg ra l equations. An add itiona l s im plifica tion  of th ese  equa tions 
gives those corresponding  in te g ra l equa tions  fo r  th e  M indlin’s p la te  model. The f o r ­
m ulation  is th en  un ified  fo r  the  tw o m odels.
The fundam enta l so lu tion  is ob tained  by H orm ander’s m ethod. Through the  
th eo ry  of d is tr ib u tio n s  i t  is v e rif ied  th a t  th e  fundam enta l solution is composed by 
essen tia l and com plem entary  (or f re e )  functions. The c o e ff ic ie n ts  o f the  f r e e  fu n c ­
tio n s  a re  stud ied  by a  num ber of num erica l experim en ts, applying th e  boundary elem ent 
m ethod. A s im p lifica tion  of the  fu ndam en ta l d isplacem ent ten so r b rin g s  to  lig h t a 
co rre la tio n  betw een th is  ten so r and th e  corresponding  one derived from  K irch h o ff’s 
p la te  model.
A system  of equations is  ob tained  by the  co llocation  m ethod, and th e  nu­
m erica l study is m ade by using co n s ta n t, lin ea r o r q u a d ra tic  iso p a ram e tric  in te rp o la ­
tion  functions.
The in te g ra ls  a re  com puted by using the  gaussian  q u a d ra tu re  ru le , a f te r  
reg u la riz in g  th e  s in g u la r te rm s. The p rinc ipal values a re  obtained, to g e th e r  w ith  th e  
geom etrical fa c to rs , by imposing u n ita ry  rig id  body d isplacem ents.
When th e  loading is un ifo rm ly  d is tr ib u ted  over th e  p la te , the  dom ain in ­
te g ra ls  a re  converted  to  boundary in te g ra ls . However, th is  tra n s fo rm a tio n  is op tion ­
al; so, generic  loading problem s can be considered.
Some num erical exam ples a re  p resen ted , and th e  re s u lts  a re  very  a c cu ra te . 
Also, locking does not occur when th e  fo rm u la tion  is applied to  solve th in  p la te s  
problem s.
CAPÍTULO 1
INTRODUÇÃO E REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
1.1 -  In trodução
P a ra  a  solução de p rob lem as de v a lo res  no con to rno  p roven ien tes da te o r ia  
da e las tic id ad e  ou mesmo da m ecânica dos sólidos, os m étodos m ais g e ra is  e de amplo 
em prego possuem  c a ra c te r ís t ic a s  num éricas. D en tre  e s te s  m étodos, os p rin c ip a is  são  o 
m étodo das d ife ren ças  f in i ta s  (MDF), o m étodo dos e lem entos f in i to s  (MEF) e o m étodo 
dos elem entos de contorno  (MEC).
T anto  o MDF como o MEF são  m étodos de domínio, envolvendo sim ultaneam ente  
to d as  as incógnitas nos pontos usados p a ra  d is c re tiz a r  o dom ínio bem como o re sp e c ti­
vo contorno. Já o MEC envolve apenas, in ic ia lm ente, as in có g n itas  sob re  os pontos ne­
cessá rio s  p a ra  m odelar o contorno. Se fo r  desejável a  d e te rm in ação  de incógnitas em 
pontos do domínio, is to  é fe ito  som ente após a  d e te rm inação  daque las  sobre  o co n to r­
no. E s tas  incógn itas  são  ca lcu ladas apenas n es te s  pontos, e som ente  em função  dos 
valo res sobre  o contorno , já  en tão  todos determ inados.
D este "desacoplam ento" e n tre  o con torno  e o dom ínio r e s u l ta  d ire tam en te  
um sistem a de equações ínuito  m enor que o co rresponden te  aos o u tro s  m étodos p rev ia ­
m ente c itados. E ste  fa to , a liado  à  considerável redução  no volume dos dados n ecessá­
r io  p a ra  d isc re tiz a r  o problem a, re su lto u  no g rande  aum ento d a  quan tidade  de t r a b a ­
lhos sobre  o m étodo dos elem entos de con torno  ap re se n ta d o s  p e la  m aio ria  dos cen tro s 
de pesquisa, como pode se r  verificado  pelo núm ero de cong ressos  e a r tig o s  publicados 
nas re v is ta s  espec ializadas. Isto. é sa lien tad o  p rev iam en te  como apoio e ju s tif ic a tiv a  
p a ra  es te  trab a lh o .
Isto  posto , o p tou -se  pela  ap licação  do m étodo aos m odelos de p laca  de 
R eissner e Mindlin, v isto  que os m odelos p a ra  a  an á lise  de d e flex ão  de p lacas são  uma 
boa rep re sen ta çã o  b i-d im ensional de um problem a tr i-d im e n s io n a l. T a is  m odelos rev es­
tem -se  de g rande  im p o rtân c ia  ao se c o n s ta ta r  o seu uso em la rg a  e sca la  como f e r r a ­
m entas p a ra  o cálculo  de com ponentes e s t r u tu ra is  em vário s  camipos da  engenharia .
As equações dos m odelos que determ inam  a d e flex ão  tra n s v e rs a l  de p lacas, 
incluindo o e fe ito  das deform ações c isa lh an te s  tra n s v e rs a is , fo ra m  desenvolvidas por 
ERIC REISSNER [l]-[3 ] e R. D. MINDLIN [4], O s is tem a  de equações d ife re n c ia is  re su l­
ta n te , pa ra  ambos os m odelos abordados, p o ssib ilita  a  s a tis fa ç ã o  de t r ê s  condições de 
contorno em cada ponto do mesmo, d e sca rta n d o -se  d e s ta  fo rm a  a  n ecessidade  de reaçõ es  
concen tradas nos v é rtice s  da p laca  (se ex is tirem  v é rtice s ), rea ç õ e s  e s ta s  p re se n te s  
no modelo c lássico  (modelo de K irchho ff), aplicável p a ra  p lacas  f in a s  (TIMOSHENKO e 
WOINOWSKI-KRIEGER [5]).
Em bora a  ex is tê n c ia  de soluções de equações in te g ra is  te n h a  sido  r ig o ro ­
sam ente dem onstrada  po r E. I. Fredholm  em anos im ed ia tam en te  p o s te r io re s  a  1900, so­
m ente na década de 60 fo i possível im plem entar p rocessos de d isc re tiz a ç ã o  que v iab i­
lizassem  a solução num érica  de p rob lem as postu lados na fo rm a  in te g ra l , p a ra le la m e n te  
ao advento dos com putadores e le trô n ico s  d ig ita is .
As fo rm ulações in te g ra is , ap licadas p a rtic u la rm e n te  às  equações da e la s ­
tic idade , são um m étodo g e ra l p a ra  a  solução de p rob lem as n e s te  cam po. As equações 
podem se r ob tidas a p a r t i r  de re la çõ e s  funcionais e n tre  q u an tid ad es  no dom ínio e so­
b re  o contorno, ficando de fin id as  apenas sobre  o contorno  m ed ian te  um p roced im en to  de 
lim ite. Quando a re lação  funcional é ob tida  m ediante d is tr ib u içõ e s  s in g u la re s  so b re  o 
contorno, cu jas  in tensidades são d e te rm in ad as a  fim  de s a t i s f a z e r  a s  condições de 
contorno, o m étodo é denominado in d ire to . Quando a  re p re se n ta ç ã o  in te g ra l  em prega uma 
re lação  de rec ip rocidade  ou de en erg ia , o m étodo é denom inado d ire to  (SILVA e 
BARCELLOS [6 ]). No m étodo d ire to , as incógnitas são  as  v a riá v e is  f ís ic a s  r e a is  do 
problem a, enquanto que no m étodo in d ire to  e s ta s  incógn itas  sã o  funções sem  um sig n i­
ficado  fís ico  específico , a tra v é s  das quais pode-se d e te rm in a r  a s  q u an tid ad es  de in ­
te re s se  p a ra  o problem a. Ambas as  téc n icas  podem se r  in te rp re ta d a s  como d ife re n te s  
form ulações em resíduos ponderados (BREBBIA e t a lii [7], [8 ]).
As equações in te g ra is  o b tid as  rep resen tam  um a re la ç ã o  com patível e n tre  os 
deslocam entos e as tra ç õ e s  sob re  o contorno. P a ra  reso lv e r  e s ta s  equações, c u ja s  so ­
luções a lgéb ricas são por v ia de r e g ra  de d ifíc il d e te rm in ação , d iv id e -se  o con torno  
da reg ião  (domínio) em consideração  em uma sé rie  de e lem en tos, d isso  vindo a  re s u l­
t a r ,  após o procedim ento d e sc rito  n e s te  trab a lh o , um s is te m a  de equações que p o ss i­
b ili ta  a determ inação  das incógn itas  do problem a sobre os pon to s usados p a ra  d e fin ir  
os c itados elem entos. É a e s te  p rocesso  sis tem ático  de d isc re tiz a ç ã o , que fo rn ece  um 
sistem a de equações, que cham am os de m étodo dos elem entos de  co n to rn o  (MEC).
No caso  p resen te , a s  equações in te g ra is  são  o b tid a s  a  p a r t i r  do m étodo 
dos resíduos ponderados (BREBBIA e t  a lii [7]-[9]). A fu n ção  de in flu ên c ia  con sid e rad a  
no desenvolvimento do m étodo é a  so lução  fundam ental, re sp o n sáv e l pelo su rg im en to  de 
in te g ra is  singu lares, de te rm inada  pelo m étodo de H õrm ander (SILVA [10]).
A fo rm ulação  pode envolver in teg rações no dom ínio , porém , d ife ren te m e n te  
do m étodo dos elem entos f in ito s , e s ta s  contém  som ente v a riá v e is  conhecidas, sendo
t r a ta d a s  de fo rm a  sem elhante àquelas sob re  o contorno , contribu indo  com sua p a rce la  
p a ra  o veto r de carga .
As in te g ra is  são t r a ta d a s  num ericam ente  por q u a d ra tu ra  gaussiana  
(BANERJEE e BUTTERFIELD [11]), porém  as  in te g ra is  s in g u la res  são subm etidas p r im e ira -  
ram en te  a  um a tra n s fo rm aç ã o  re g u la riz a d o ra  de ordem  cúbica (TELLES [12]). Este p roce­
dim ento ev ita  a  necessidade de iso la r a s  s in g u la rid ad es  e subdividir o elem ento quan­
do a  s in g u la rid ad e  fo r  in te rn a  ao mesmo, p a ra  só en tão  s e r  possível in te g rá - la  sepa­
rad am en te , usando algum processo adequado (q u a d ra tu ra  gaussiana , e tc .) .
Fazendo uso de uma fo rm ulação  so b re  o contorno , o problem a é reduzido em 
um a dim ensão, resu ltan d o  daí a g rande  a tra tiv id a d e  do m étodo, ou se ja , a redução da 
quan tidade  dos dados de e n trad a , quando com parado com os m étodos de domínio. Conse­
quentem ente, o s is tem a  de equações re s u lta n te  é m enor, sendo no en tan to  a  m atr iz  dos 
co efic ien tes  che ia  e não s im étrica .
Caso se ja  necessário  a de te rm inação  de va lo res em pontos pertencen tes ao 
dom ínio, isto  pode se r  fe ito  apenas nos pontos de in te resse . O acréscim o de tem po 
com putacional necessá rio  p a ra  o cálculo  dos va lo res nos pontos in te rn o s depende d ire ­
tam en te  da quan tidade  destes pontos. A con tribu ição  de cada  elem ento sobre  es tes  pon­
to s  é d ire ta , assem elhando-se  a  um p rocesso  de m ínim os quadrados, dado que não há 
n este  caso a fo rm ação  de um sistem a de equações.
1.2 -  Revisão B ib liog ráfica
P a rtin d o  da p rim eira  ap licação  do MEC às  p lacas m odeladas pela te o r ia  
c láss ica , a p re s e n ta -s e  a  sucessão cronológica das p rin c ip a is  ap licações a  e s ta  te o r ia  
a té  chegarm os, no fina l do capítu lo , à s  ap licações do m étodo aos m odelos de p laca de 
R eissner e Mindlin.
M. A. JASWON e M. MAITI [13], em 1968, fo ram  os p rim eiro s a ap licar o MEC 
p a ra  a aná lise  de p lacas fin as , tra ta n d o  problem as biharm ônicos relacionados com a 
te o r ia  de p lacas , analisando p lacas re ta n g u la re s  e n g a stad as  ou sim plesm ente apo ia­
das, obtendo re su lta d o s  m uito bons, ap licando fo rm u lação  p ró p ria  desenvolvida em con­
ju n to  com G. T. SYMM [14]. Mas foi som ente no d e c o rre r  da década de 70 que as pesqui­
sa s  se vo lta ram  p a ra  e s ta  aplicação. E s ta  dem ora deveu-se , sem dúvida, a dois f a to re s  
p rin c ip ais : os m étodos in teg ra is  c lássico s fo ra m  fo rm ulados de fo rm a  puram ente  m ate ­
m ática , d istan c iad o s  assim  do campo da engenharia , e o desenvolvim ento dos com putado­
re s  d ig ita is  coincidiu  com o desenvolvim ento do MEF, a licerçado , e s te  sim , no t r a b a ­
lho de engenheiros, o que explica em p a r te  o enorm e volume de publicações sobre  e s te  
ú ltim o m étodo.
P assado  es te  in te rreg n o , M. MAITI e S. K. CHAKRABARTY [15], em 1974, de­
senvolveram  uma fo rm ulação  p a ra  p lacas poligonais sim plesm ente  apoiadas. 0  desenvol­
vim ento da fo rm u lação  p a ra  p lacas  de fo rm as a rb i t r á r ia s  fo i ap re sen tad o  por Y. NIWA, 
S. KOBAYASHI e T. FUKUI [16], tam bém  em 1974.
Em 1975, o p rim eiro  congresso  sobre  o MEC reun iu  nove tra b a lh o s  d iversos 
sob re  o assun to , ed itado  po r T. A. CRUSE e F. J. RIZZO [17], sendo c itado  aqui por 
s e r  o p rim eiro  de uma s é rie  de congressos hoje e fe tu ad o s  anualm ente  em âm bito 
m undial.
Em .1976 E. B. HANSEN [18], desenvolvendo duas fo rm u lações  in te g ra is  p a ra  
p lacas in f in ita s  contendo fu ro s , aplicou o m étodo a uma p laca  com fu ro  e líp tico  usan ­
do as duas fo rm ulações c itad as .
N. J. ALTIERO e D. L. SIKARSKIE [19], em 1978, desenvolveram  um a fo rm u la ­
ção g e ra l p a ra  a  de te rm inação  da solução de alguns prob lem as com condições de en g as- 
tam ento .
Todas as ap licações p a ra  p lacas an te rio rm en te  c ita d a s  fo ram  e labo radas  
com a  fo rm ulação  in d ire ta .
As p rim e iras  fo rm ulações d ire ta s  p a ra  p lacas  f in a s  fo ram  desenvolvidas 
independentem ente por G. BÉZINE [20], G. BÉZINE e D. A. GAMBY [21], em 1978, e M. 
STERN [22], em 1979. E stes  tra b a lh o s  d esp erta ram  a a tenção  da com unidade c ie n tíf ic a  
in ternacional, ao m o stra rem  a v iab ilidade da ap licação  dos m étodos in te g ra is  p a ra  a 
solução de p roblem as de p lacas  fin as .
Após o tra b a lh o  pioneiro  dos au to res  que desenvolveram  o m étodo d ire to  
p a ra  a aná lise  de p lacas f in a s , tem  surgido uma quan tidade  c re sc e n te  de tra b a lh o s  
sobre  o assun to , conform e pode se r  v isto  nas rev isões de SILVA e BARCELLOS [6 ], 
BREBBIA e t a lii  [8 ], SILVA [10], TOTTENHAM [23] e STERN [24].
Em 1982, VAN DER WEEEN [25]-[26] desenvolveu a  p rim e ira  fo rm ulação  in te ­
g ra l p a ra  p lacas considerando cisalham ento , aplicando o m étodo p a ra  p lacas  m odeladas 
pela te o r ia  de REISSNER [2]. 0  problem a foi abordado de fo rm a  d ire ta , com a  solução 
fundam ental sendo ob tida  pelo m étodo de H õrm ander. As equações in te g ra is  fo ram  o b ti­
das pelo m étodo dos resíduos ponderados, sendo as in te g ra is  no dom ínio convertidas a 
in te g ra is  sobre  o contorno , considerando carregam en to  un ifo rm em ente  d istrib u íd o .
O contorno  fo i d isc re tiza d o  com elem entos q u a d rá tic o s  iso p a ram é trico s . 
P a ra  o cálculo  das in te g ra is  re g u la re s  fo i usada q u a d ra tu ra  g au ssian a . P a ra  o cálculo  
das in te g ra is  s in g u la res  o núcleo fo i p rim eiram ente  reg u la riz ad o  po r uma tra n s fo rm a ­
ção q u ad rá tica . Isto  evitou a  necessidade de iso la r a  s in g u la rid ad e  e in te g rá - la  por 
processo  especial. Os v a lo res  p rin c ip a is  foreim obtidos, s im u ltaneam en te  com os f a to -
r e s  geom étricos, m ediante im posição de movimentos u n itá rio s  de corpo ríg ido.
A solução ap re se n ta d a  p a ra  a  to rção  de uma p laca quadrada  fo i m uito  boa. 
Já  p a ra  uma p laca  c irc u la r  engastada , os resu ltados p a ra  o momento ra d ia l não fo ra m  
bons, e p a ra  a  fo rç a  c o rta n te  fo ram  ru ins. Também foi ana lisada  uma p laca  in f in ita  
com um fu ro  c irc u la r , s u je ita  a  um momento f le to r  constan te  no in fin ito , a p re sen tan d o  
bons resu ltados.
Por últim o, fo i resolvido o problem a de flex ão  de uma p laca  com con to rnos 
curvos, cujos resu ltad o s , com parados com aqueles obtidos pelo MEF, revelam  que n e s te  
exemplo o MEC é m ais econômico em tem po com putacional, p a ra  uma dada p rec isão .
KARAM [27]-[28], em 1986, descrevendo a  aplicação do m étodo p a ra  p lacas  
f in i ta s  e in fin ita s , obtém  resu lta d o s  p a ra  p laca c irc u la r  engastada  m uito bons, em 
c o n tra s te  com os obtidos por van d e r  Weeên. As in teg ra is  de domínio fo ram  tra n s fo rm a ­
das de acordo com VAN DER WEEÊN [25].
A p rim e ira  fo rm ulação  p a ra  p lacas m odeladas pela te o r ia  de Mindlin fo i 
ap resen tad a  por BARCELLOS e SILVA [29], em 1987, e SILVA [10], em 1988. M ediante um a 
re lação  de rec ip roc idade , na qual o estado  a u x ilia r  é a  solução fundam en ta l, cu ja  
obtenção é e fe tu ad a  pelo m étodo de H orm ander, é ob tida a fo rm ulação  in te g ra l do p ro ­
blem a.
A dem onstração  da fo rm a  g era l da solução fundam ental é e fe tu a d a  pela 
ap licação  das p ropriedades das funções te s te , como postulado pela  te o r ia  das d i s t r i ­
buições.
Os núcleos dos operadores in teg ra is  são  d escrito s  em re la çã o  às coo rde­
nadas globais, m as os valo res nodais são  relacionados às coordenadas locais em cada 
ponto, com o in tu ito  de f a c i l i ta r  a  im posição das condições de contorno . Os va lo res  
calculados sobre  o contorno tam bém  são relacionados às coordenadas locais, o que f a ­
c ilita  a in te rp re ta ç ã o  dos mesmos.
Foram  reso lv idas p lacas c irc u la re s  e quadradas en g astad as , sendo a n a lis a ­
do 0 com portam ento da fo rm ulação  quando as p lacas se to rnam  f in a s  ou m uito f in a s , a 
fim  de investigar o fenôm eno do "locking", que frequen tem en te  a p a rece  quando se a n a ­
lisa  es te  modelo de p laca  a tra v és  do MEF. Por fim , c o n s ta ta  que e s te  fenôm eno não 
o co rre  na fo rm ulação  in teg ra l. Os resu ltad o s  obtidos em alguns exem plos são todos 
m uito bons.
CAPÍTULO 2
MODELO DE REISSNER PARA DEFLEXÃO DE PLACAS
2.1 -  In trodução
0  m odelo c lássico  de p lacas  (modelo de K irchhoff), que não considera  as 
deform ações c isa lh a n te s  tra n sv e rsa is , leva à  obtenção  de um sis tem a  de equações de 
q u a r ta  ordem , o que im plica em duas condições de con torno  em cada  ponto do mesmo. Mas 
como ex istem  t r ê s  condições de con torno  p a ra  o problem a, e s te  modelo conduz a  uma 
co n tração  d e s ta s  p a ra  apenas duas (REISSNER [3], MINDLIN [4], TIMOSHENKO e 
WOINOWSKI-KRIEGER [5]). REISSNER [2] e MINDLIN [4] consideraram  o e fe ito  das defo rm a­
ções c isa lh an te s  tra n s v e rs a is  no desenvolvim ento de seus m odelos p a ra  deflexão  de 
p lacas, obtendo consequentem ente um s is te m a  de equações de se x ta  ordem , o que possi­
b ilitou  a s a tis fa ç ã o  das t r ê s  condições de con to rno  do problem a.
P a rtin d o  do campo de ten sões  <r ^ deduzido pelo modelo de Mindlin (apêndi­
ce A) obtem os, a tra v é s  das equações de equ ilíb rio , o campo de ten sões postu lado  por 
R eissner, p a ra  en tão  chegarm os às equações que descrevem  os deslocam entos e as te n ­
sões de p lacas  espessas.
A no tação  indiciai é ex ten sam en te  u tiliz a d a . Os índices que variam  de 1 a
3 são re p re se n ta d o s  por le tr a s  la tin a s , aqueles que variam  de 1 a  2 são  rep resen tad o s 
por le t r a s  g reg a s , e v írgu las denotam  d ife ren c iação . Também é usada  a  convenção de 
E inste in  p a ra  o som ató rio , exceto  quando o índice mudo fo r  exp ressam en te  dado por w.
2 .2  -  Fundam entos
S eja  um a p laca iso tró p ica  e hom ogênea, de e sp essu ra  un ifo rm e h, ocupando 
uma reg ião  í2 (x^ )x [-h /2 ,h /2 ] c R2(x^), conform e a  F igu ra  1, onde os x ^ ’s são as coor­
denadas c a r te s ia n a s  e fi é o plano de re fe rê n c ia  x  , a b e rto  e lim itado , com contorno T
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lipsch itz iano . Suponham os que a p laca  e s tá  s u je i ta  a  um a c a rg a  d is tr ib u íd a  q(x^)
unidade de á re a  de na d ireção  x ( tra n sv e rsa l a  Í2).
3
X.
F ig u ra  1 -  S istem as de Coordenadas 
As condições de ca rreg am en to  nas faces  da p laca  são:
<r {x ,± h /2 ) = 0
oc3 p
= -  2
As com ponentes de ten sã o  de p laca são defin idas por: 
h/ 2
M ^(x  ) =
a /3  y
Q (X  ) =  Oi r
- h / 2
(T (x )x dx
ocf3 1 3 3
h/2





onde M e Q são  os m om entos ( f le to re s  e to rço res) e os e s fo rç o s  c o rta n te s , respec-
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tivam ente , por un idade de com prim ento.
2 .3  -  Equações de E qu ilíb rio
Consideraindo um para lelep ípedo  re ta n g u la r  em um a co n figu ração  deform ada 
(pequenos deslocam entos) com a re s ta s  dx . (Figura 2), re su lta m  a s  equações de equilí­
brio:
0- = 0  (3)
i j .  j
desprezando a s  f o rç a s  de corpo.
F ig u ra  2 -  E stado  Geral de Tensões
P a ra  o elem ento de p laca  da F igu ra  3 ob tém -se as equações de e q u ilíb r io :.
M - 0 = 0
o tl3 ,l3  OC
Q + q = 0oc,a.
(4)
com as quan tidades to d as  m o s tra d a s  no sen tido  positivo  e atuando na superfíc ie  média 
da placa.
2.4 -  Campo de Tensões
0  campo de ten sões  p ostu lado  por REISSNER [2] é obtido a  p a r t i r  do campo 
de tensões <r deduzido pelo m odelo de Mindlin (apêndice A, Equações (A12));oc^
1 2
<r — X M
a p  3 a /3
(5)
Substitu indo  as Equações (5) nas duas p rim eiras  Equações (3) e usando a 





Então, a te r c e ir a  Equação (3) fo rnece , jun tam en te  com a segunda das r e la ­
ções (4) e condições de contorno  (1):




A d is tr ib u ição  das ten sõ e s  su p o sta  ao longo da espessura  da p iaca  é line­
a r  p a ra  as ten sões de fle x ã o  cr , cr e ten são  c isa lhan te  cr , q u ad rá tica  p a ra  as
11 22  12
tensões cisalhaintes tra n s v e rs a is  cr e <r , e cúbica p a ra  a  tensão  tra n sv e rsa l <r .
1 3  2 3  ^  3 3
P o rtan to , obtivem os assim  o campo de tensões postulado por REISSNER • [2], 
Equações (5)-(7).
2.5  -  D eslocam entos G eneralizados
S ubstitu indo  o campo de ten sõ es  ac im a na exp ressão  do tra b a lh o  e fe tuado  






- h / 2
h / 2
- h / 2
V (x )x dx 
oí 1 3  3
(8)




T- X h 3
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dx
onde os v ’s são  as  com ponentes dos deslocam entos de pontos s itu ad o s  ao longo de x 
1 j
n as d ireções x . Vemos assim  que os u re p re se n ta m  quan tidades equivalen tes, m as não
1 OC
id ên ticas, às com ponentes de m udança de ângulo  (ro tação ) da norm al à su p e rfíc ie  m édia 
indeform ada, valendo o mesmo p a ra  u^, equ ivalen te  ao deslocam ento tra n sv e rsa l da p la ­
ca. E fe tivam ente , o p re se n te  modelo conduz a  um a m édia ponderada, ao longo da d ireção  
x^, ta n to  dos deslocam entos tra n s v e rs a is  à  su p e rf íc ie  m édia, quanto  dos deslocam entos 
dos pontos sob re  a  norm al à  m esm a su p e rf íc ie  m édia da p laca  nas d ireções x^  (com parar
as  variações ao longo da d ireção  x e n tre  a s  Equações (8 ) e (5)-(6)). Isto  pode ser
3
fac ilm en te  v e rif icad o  ao se c o n sid e ra r v lin e a r  em x , enquanto  v é considerado
OC 3 3
c o n stan te  (Equações (A2)).
2 .6  -  Campo de D eform ações G eneralizadas
M ediante a  su b s titu ição  das E quações (A3) em re lações  s im ila res  às  Equa­
ções (8 ), e ap licando  a  te o r ia  lin e a r  da e la s tic id a d e , r e s u l ta  o segu in te  campo de 
"deform ações" g en e ra liz a d as , dado em função  dos deslocam entos generalizados:
u + u 
œ, / 3
Z  =  U + U
0:3 Oí 3 ,o t
(9)
e = 0  
3 3
onde os e  são  a s  deform ações de fle x ã o  g e n e ra liz a d as  (cu rv a tu ra s), e os são as
Od/3
deform ações c isa lh an te s  tra n s v e rs a is  g e n e ra liz a d a s  (ANTES [30]).
De aco rdo  com as  Equações (A17), porém , o campo de deform ações de p laca 
v ariacionalm en te  c o n sis ten te  deve se r  defin ido  como:
e  = uocfi p ,a (10)
•y = u + u
ol3 ol 3,<x
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Se desp reza rm o s as  deform ações c isa lh an tes  tra n s v e rs a is , fazendo  = 0, 
recaim os no âm bito  do m odelo de K irchhoff, no qual as ro ta ç õ e s  são ex p re ssa s  sim ples­
m ente pelas derivadas do deslocam ento  tra n sv e rsa l nas d ireções resp ec tiv as .
2.7 -  Relações T ensão-D eslocam ento
A ap licação  do T eorem a de C astig liano  g enera lizado , incluindo as Equações 
(4) , fo rnece  a s  ex p ressõ es  g e n e ra liz a d as  tensão -deslocam en to  p a ra  p lacas  (REISSNER
[3], MASON E SOUZA [31]);
M = DOL^  2
a. Z
2v
U + u  + ----- U Õ
(3,01 1 - f  OLj3
U + U





D = 2 2 ( l - v ^ )  ~ ^ i^ id e z  à  flexão  da p laca
E -  m ódulo de e la s tic id ad e  longitudinal
V -  co e fic ie n te  de Poisson
0 , se
ô0CI3 -  d e lta  de Kronecker1, se a=l3
^  -  p a râ m e tro  c a ra c te r ís tic o  do m odelo de R eissner, sendo:
A2 = (1 2 )
k2 = 5 /6  (13)
Farem os duas observações re fe re n te s  aos m odelos de R eissner e Mindlin 
quanto aos e sfo rço s  c o r ta n te s  Q , Equações (II) e (AlO) resp ec tiv am en te , notando:
OL
a) o c a rá te r  d is tin to  e n tre  os deslocam entos u . ,  Equações (8 ) e (A2), 
respec tivam en te ;
b) a  d ife re n ç a  e n tre  os fa to re s  de co rreção  da ten são  c isa lh an te , k^, 
dados na  T abela  I, onde o p resen te  f a to r  é c o n s ta n te  e a p a rece  n a ­
tu ra lm e n te  no m odelo de R eissner, enquainto o mesmo é função  do coe­
f ic ie n te  de Poisson e su rge  como um f a to r  de ponderação  no m odelo 
de Mindlin (Equação (A8 )).
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M ind 1 in R ei s s n e r
V 0 . . 17641 .21096 .3 .5
k2 .7 6 3 9 3 .82247
(7t2 /1 2 )
.83333
( 5 /6 )
.8 6 0 0 9 .91262 .83 3 3 3
( 5 /6 )
Tabela 1
2 .8  -  Condições de Contorno
Seja r  o contorno e x te r io r  to ta l da superfíc ie  m édia Í2 da p laca. 0  con­
to rn o  r  é com posto de duas p a rte s , F e T , sendo T aquela sob re  a  qual são  p re s -u t  u
c r i to s  os deslocam entos genera lizados u . ,  enquanto re p re se n ta  a p a r te  sob re  a qual 
são  p re sc r ita s  a s  fo rç a s  de superfíc ie  genera lizadas t . .  Os u . ’s p re s c r ito s  sobre  
são  as condições de contorno  essenciais ou de D irichlet, e os t . ’s p re s c r ito s  sob re  
são as condições de contorno  n a tu ra is  ou de Neumann.
Podemos esp ec ifica r qualquer tipo  de condição de con torno  sobre  T, a te n ­
tando  porém p a ra  o f a to  de que devem se r  p re sc rito s , em cada ponto, num problem a bem 
posto , o deslocam ento ou a  fo rç a  de superfíc ie  corresponden te  em cad a  um a das t r ê s  
d ireções genera lizadas. Logo, F e devem se r p a rte s  com plem entares de F , sendo 
p o rtan to  F = F u F , com F n F = <f>. Temos assim:u t  u t
u = u sobre  Fi i u
t  = t  sobre  Fi i ■ t
(14)
indicando-se as v ariáveis  p re sc r ita s  com uma b a r r a  sobreposta, sendo as  fo rç a s  de su ­
p e rfíc ie  genera lizadas defin idas por:
t  = M n
ot OLfi (3
t  = Q n
3 a. OL




nas quais n são os cossenos d ire to re s  da norm al e x te r io r  à F.
OC.
2.9  -  Equações de R eissner
A su b s titu iç ão  daí re lações tensâo-deslocam ento  (11) n as  equações de e -
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qu ilíb rio  (4) conduz a  um sis tem a  de t r ê s  equações d ife ren c ia is  p a rc ia is , que são as 
equações de N avier p a ra  o problem a;
onde:
u a  ) =
^ Q 2
A-A2 +1+v S 2l - i ;  d x ^
l-v- ôx  õ x  1 2
A2d x
1 +p 3^













sendo A = d ^ /(d x  d x  ) o operador de Laplace. Observam os que L é s im étrico  e L é
Oí Oi “ P
a n ti-s im é tric o .
F inalm ente, in troduzindo Q , Equações (11), nas Equações (17) re e s c r i ta s
OC
de fo rm a  ap ro p riad a , e procedendo um a rra n jo  das m esm as, obtem os o s is tem a  de equa­





Q = D Au + J-,---- qa  3,oí (l-y)A 2 ^,c
sendo A2 = AA o operad o r b i-harm ônico . N esta  fo rm a  desacoplada é possível d e te rm in ar 
algum as soluções a n a lític a s , ta l  como aquela  a p re se n ta d a  no cap ítu lo  5. P a ra  um c a r ­
regam ento  un ifo rm e, a  p rim e ira  das equações acim a é idên tica  àquela  do modelo c lá ss i­
co. No en tan to , a s  condições de con torno  são d ife ren te s .
2.10 -  A Solução Fundam ental e as Equações de R eissner
As re laçõ es  n e c essá ria s  p a ra  d e te rm in a r as equações in te g ra is  básicas do 
modelo de R eissner (apêndice B), onde o estado  a u x ilia r  corresponde à  solução funda­
m en ta l, id en tificad o  pelo so b re-ind ice  a s te r isc o , são  ob tidas m ediante  a  suposição de
13
que as ca rg as  co n cen trad as  u n itá r ia s  variam  de acordo com as segu in tes fo rç a s  de 
corpo (ver Equações (5) e (6)):
* 12 * 
f  X F
OC 3 Od
*
f  = 
3
3 2 1 2'
2h 1 -
(21)
*Os F ’s rep resen tam , como se pode observar, momentos concen trados u n itá -oc ^
r io s  genera lizados nas d ireções x , enquanto F re p re se n ta  uma fo rç a  concen trada  un i-
Oi 3
t á r i a  g en e ra lizad a  na  d ireção  x^.
As equações de equilíbrio  p a ra  es te  estado  resu ltam :
* *
cr + f  = 0 
i j , j i
(22)
Substitu indo  as  Equações (5), (6) e as duas p rim e iras  das (21) nas duas 
p rim e iras  Equações (22), e en tão  as Equações (6), (7) e a ú ltim a  das (21) na últim a 
das Equações (22) resu ltam ;
* * *
M -  Q + F -  0
a / 3 ,  p  a .  Oi
* *
Q + F = 0
O i ,  OL 3
(23)
levando fina lm en te  às  expressões genera lizadas tensão-deslocam ento ;
2i  ^ * .M* = DOL^  2
' * *
U + U + -—-  u <J 




As dem ais expressões m antém  basicam ente a m esm a fo rm a. Resum idam ente, t e ­
mos en tão  as equações co rresponden tes aos dois estados;
•  equações de equilíbrio :
M -  Q = 0
Oil3,f3 OL
Q + q = 0
OCyOC (25)
* * # •
M -  Q + F = 0
OC OC
* *■
Q + F = 0
0Í,0C 3








t  = M n
ot o t^  |3
t  = Q n
3  O í O í
•  deform ações:
* »
t  = M nOC oc  ^ fB
* «
t  = Q n
3 O i Oí
c  = u 
a /3  / 3 , a
=  U + U 
oí3 O í 3 , ol
» *
C =  U 
« p  1 3 , O i
(28)
(29)
y ^ = u + u
Oí.3 O í 3,oí
•  tensões de p laca:
M =a/3 2
OL 2
u + u + Zv u 5
O í,g  1 3 ,oí 1 - f  y , - y  oífS
u + u





* * 2i  ^ * „
U + U + ----  U Ô
Oí,l3 ^ , 0 í  1 - 1/  oí/3
» * 
u + u
O í 3 , o í
(30)
2.11 -  U nificação dos Modelos de P laca  de R eissner e Mindlin
A fo rm u lação  u n ificad a  p a ra  os m odelos de p laca em estudo  é ob tida  m edi­
an te  a inclusão de um " fa to r  de modelo" MF (WESTPHAL JR. e BARCELLOS [34]), ta l  que:
M = 
ct/3 2
Q = D Í ^ A ^Oí 2
u + u + Zv u ô
a , / 3  /3,oc l - l »  a/3
U + U 





( R e is s n e r
0  , m odelo  de M in d lin
(32)
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de acordo com o apêndice C, Equações (Cl) e (C2), lem brando que isto  é condicionado à 
condição de ca rreg am en to  ± q /2 , dada  pela  Equação (1).
2.12 -  Conclusão
Foram  ob tidas n este  cap itu lo , p a ra le lam en te  ao apêndice A, as equações 
d ife ren c ia is  dos m odelos de p laca  de R eissner e Mindlin, convertidas p a ra  a fo rm a  in ­
te g ra l  no apêndice B.
Foram  defin idas  as  v a riáv e is  p e rtin en te s  aos modelos c itados, deslocam en­
to s  e tensões re su lta n te s , bem como as tra ç õ e s  sobre  o contorno. As equações de equ i­
líb rio  e as re lações  ten são -deslocam en to  dos estados a tu a l e a u x ilia r  (solução fu n d a ­
m enta l), jun to  com a defin ição  das deform ações de p laca, com pletaram  o conjunto  de e -  
quações n ecessá ria s  aos p ropósito s do p re se n te  trab a lh o .
A un ificação  dos m odelos de p laca  em consideração, m ediante um sim ples 
f a to r  e sca la r, possib ilitou  uma ex p ressão  d ife ren c ia l re p re se n ta tiv a  de ambos os m o­
delos.
CAPÍTULO 3
FORMULAÇÃO INTEGRAL DOS MODELOS DE REISSNER E MINDLIN 
PARA DEFLEXÃO DE PLACAS
3.1 -  Introdução
A p a r t i r  de um a solução p a r t ic u la r  genérica  do operador fundam enta l esca ­
la r  de term ina-se  a solução fundam en ta l g e ra l, ao se g a ra n t ir  que e s ta  solução gere 
uma função d e lta  de D irac, quando sob re  e la  é aplicado o re fe r id o  operador (SILVA 
[ 1 0 ] ) .
A dedução das equações in te g ra is  p rim ord ia is  é f e i ta  m ediante o m étodo 
dos resíduos ponderados, cujo  procedim ento  e s tá  d escrito  no apêndice B.
São ob tidos en tão  os te n so re s  fundam en ta is  U e T . ., que descrevem  os1 j 1 j
deslocam entos g en era lizad o s (sobre  o con torno  e no domínio) e a s  tra ç õ e s  g e n e ra liza ­
das sobre o con to rno  e, a p a r t i r  d es te s , são obtidos os ten so res  ® 
que descrevem os e s fo rço s  em pontos in te rnos.
3 .2  -  Solução Fundam ental
No desenvolvim ento das equações in te g ra is  (apêndice B) consideram os um 
estado  aux ilia r, no qual os deslocam entos e as  tra ç õ es  são denotados, respectivam en­
te , por U (Q,P) e T (Q,P), onde Q = (x ,x^) e P = ( ? , .€ ,) •  0  ten so r  U (Q,F), que 
i j  i j  1 2  1 2  1 J
sa tis fa z  as equações de N avier do operad o r fundam ental, re p re se n ta  a s  ro tações 
(j = 1, 2) e a deflexão  (j = 3), no ponto campo Q de uma p laca  in fin ita , quando um 
momento concentrado  u n itá r io  genera lizado  (i = 1, 2) ou uma fo rç a  concen trada  u n itá ­
r ia  generalizada (1 = 3) é ap licada  no ponto fon te  P, sendo T _ (Q ,P ) as tra ç õ e s  c o r­
respondentes (ver Equações (B23)). P a ra  a de term inação  da solução fundam enta l é usado
o método de H brm ander (HÕRMANDER [35], SILVA [10]).
Procedendo de fo rm a  sem elhan te  àquela  do item  2.9, porém  com as re lações 
do estado a u x ilia r , e usando as Equações (B20) e (B23), obtem os (VAN DER WEEÊN [25]):
L . .(5 )U (Q.P) = -Ô(Q,P)Ô,^ (33)
1 j  0 k j  1 k
17
onde U^^(Q,P) é a  solução fundam en ta l do operador com elem entos em Z)(iR ) (espaço
das d istribu ições  em IR )^.
SILVA [10]):
Seja L^°(S^) a  m a tr iz  dos c o fa to re s  de L^^(ô^). Então (HORMANDER [35],
l ‘=°(ô ) L (ô ) = L (ô ) L^°(ô ) 5 (34)
. ‘ J Q . kj Q IJ Q _ kJ Q _ i k
onde |L | = det L .^  re p re s e n ta  o d e te rm in an te  de L = L _ .
De acordo  com HORMANDER [35] (VAN DER WEEEN [25]), exp ressam os U (Q,P)
K J
na  form a:
L "°(ô  ) kj Q G(Q,P)
(35)
onde G(Q,P) é a  solução fundam en ta l do operador det L. . (Equação (37)), sendo 
(BARCELLOS e SILVA [36]):
L^°(ô ) = 
IJ 0 § ( l - v )
A2 Ô2] "7^--T -A2
fl+V , , ---- A^ + A2
_ l-p 1-v- Ôx21^ l-v- Sx d x  1 2
ôx
- A  2 1+p
1-1^
A+A2 ô2
ôx  ôx  
1 2
A2 1-P











( A - A 2 ) l-l^
A-A2
(36)
Então, su b stitu in d o  as Equações (35) nas Equações (33), observando as 
Equações (34), re su lta :
G(Q,P) = -Ô(Q,P) (37)
P o rtan to , o problem a de e n c o n tra r  uma solução fundam ental p a ra  o operador 
L. (ô^) (Equações (33)) re d u z iu -se  ao de en c o n tra r  uma solução e sc a la r  p a ra  o o p e ra ­
dor de t L j.(ô ^ )  (Equação (37)) (SILVA [10]).
Calculando o d e te rm in an te  de L (ô ) re su lta :
i j 0
L(ô ) = D3 ^A2A2(A-A2) (38)
~ Q 2
C onsequentem ente, a  solução fundam ental G(Q,P) pode s e r  d e te rm in ad a  por: 
í 1-1^1D3 A2a2(A-A2)G(Q,P) = -Ô(Q,P) ( 3 9 )
Como os o p e rad o res  A e A2 em 1R2 são in v arian tes  em re la çã o  à  ro ta ç ão , e
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lem brando que estam os lidando com dom ínios iso tróp icos, som os induzidos a c o n sid e ra r 
um a solução fundam en ta l que possua s im e tr ia  rad ia l. P o rta n to , G(Q,P) = G(P,Q) = G (r), 
r  = I Q -  P | ,  sendo | . |  a  norm a euclid iana. P recisam os pois e n c o n tra r  uma solução 
p a ra  a  equação (SILVA [10]);
A2(A-A2)V(r) = 0 (40)
Porém , pelo exposto  acim a, concluímos que uma com binação lin e a r  de fu nçõ ­
es que pertencem  aos núcleos dos operado res e (A-X^) s a t is fa z  a  Equação (40). Se­
jam  V^(r) e V^(r) e s ta s  com binações, respec tivam en te . Então;
A2V (r) = 0  1
(A-A2)V^(r) = 0 (“^ 2)
V(r) = V (r) + V (r) (43)
1 2
Da Equação (41) tem os as  soluções:
1 , In r , r 2 , r 2ln r  (44)
Da equação (42) tem os, após m u ltip lic á -la  por r^, com z = A.r:
z2y + zV -  z2v = O (45)
2 ,  z z  2 , 2  2
cu jas  soluções são:
I (z), K (z) . (46)
0 0
onde I (z) e K (z) são  as funções m odificadas de Bessel de ordem  zero  de p rim e ira  e 
0 0
segunda espécie, respec tivam en te , sendo ainda:
— > c» (47)1 im  K (z) = 1 im  -0
z ^  0  z  0
ln(|)+r
sendo 2^  a co n stan te  de Euler.
Como a  Equação (40) é uma equação d ife ren c ia l de se x ta  ordem , a solução 
g e ra l é ob tida por uma com binação lin e a r  das funções dadas nas Equações (44) e (46). 
C onstruirem os a  solução fundam ental m ediante a  com binação linear:
G(z) = C K (z) + C Inz + C z2 + C z^lnz + C I (z) + C (48)
1 0  2 3  4 5 0  6
A Equação (48) se rá  uma solução fundam ental se v e r if ic a r  a  Equação (39). 
E s ta  verificação , que p o ss ib ilita rá  a  de term inação  das co n s ta n te s  C  ^ ^  ^ e fe tu a d a  
m ediante a  te o r ia  das d istribu ições. E fetivam ente , devemos t e r  (SILVA [10]);
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<G ( z ) ,D3 1-1^ (49)
onde 0 (r)  é uma função te s te  em Z)(r), o espaço das d istr ib u içõ es . In teg rando  e s ta  ex ­
p ressão  por p a rte s , após exc lu ir um a e s fe ra  de ra io  e c e n tra d a  na origem , ob tém -se  
(SILVA [10]):
D3 1 - y2
2
A2. - G  A(A A2)^ ' ^  dr + 
d r
A(A A2 ) 0  dr -  
d r
 ^ * r r ^
AG ( A - A 2 ) ^  d r  + 
d r
(A-A2)^ A ^  d r  - a2g ^  dr +d r <t> A2^  dr + 
r
(50)
As derivadas de G(z) são:
d r -C  K (z) + -  C + 2C z + C z(l+21nz) + C l (z) 1 1  Z 2 3 4 5 1
AG =  X2 C K (z) + 4C + 4C (1+lnz) + C I (z)
1 0 3  4 5 0
A ^  = A3 d r -C K (z) + -  C + C I (z)1 1  Z 4 5 1
A2G = C K (z) + C I (z)
1 0  5 0
A 2 ^  = AB d r -C  K (z) + C I (z]1 1  5 1
(51)
No lim ite  e —^  0  co n sta tam o s que a  p rim eira , a  te r c e ir a  e a q u in ta  in te ­
g ra is  da Equação (50) se anulam . A sé tim a  in te g ra l evidentem ente tam bém  se anula. Da 



















P elas condições de reg u la rid a d e  (reg iões in f in ita s , BREBBIA e t a lii [8]),
(55)C = 0
5
Quanto às c o n stan tes  C e C ' nenhum a re s tr iç ã o  é im posta, c o n s ta tan d o -se
3 6
assim  que a solução fundam en ta l p ro p o sta . Equação (48), possui duas funções liv res ou 
com plem entares. Sum ariando e s ta s  conclusões tem os:
a) funções essenciais: K^(z), Inz e z^lnz
b) funções com plem entares: z^ e 1
Substitu indo e s ta s  c o n s ta n te s  na  Equação (48), após faze rm o s e
C = 0, obtem os a  solução fundam en ta l p ro p o sta  por VAN DER WEEËN [25]-[26]:
6
27TD3 l - y
-1
K (z) + Inz +0 4 (Inz -  1)
(56)
Porém , não fa rem o s a  su b s titu iç ão  de nenhum a d e s ta s  co n stan tes , pois ob­
jetivam os d e te rm in ar o m elhor va lo r das co n stan tes  C e C , bem como v e rif ic a r  a in -
3 o
fluênc ia  das d is tin ta s  funções na so lução  do problem a. E fe tivam ente , fizem os = 0 
e, num estudo com putacional p re lim in ar, consta tam os que (WESTPHAL JR. e BARCELLOS 
[34]):
C C < C (57)
4 3 1
fo rnece  m elhores resu ltad o s.
3 .3  -  Deslocam entos e T rações sobre  o Contorno
P a ra  pontos s ituados sob re  o contorno  f  da p laca  obtivem os no apêndice B, 
Equações (B40), um s is tem a  de t r ê s  equações in te g ra is  que descrevem  to d as  as  v a riá ­
veis de p laca sob re  o re fe r id o  contorno:
C jj(p )u ^ (p ) + T jj(q ,p )U j(q )d r(q )  = U ^^(q ,p )tj(q )d r(q ) +
U. (Q,p) -  MF U, (Q,p)
i 3  l a , a
q(Q)dí2(Q) (58)
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3.3.1 -  Tensor D eslocam ento Fundam ental U
iJ
S ubstitu indo  a  Equação (48) nas Equações (35) determ inam os o ten so r 
U jj(Q .P ), que re p re s e n ta  a  solução fundam en ta l do operador (equações de Navier
dos modelos de p laca  de R e issner e Mindlin), sendo ap resen tad o s no apêndice D alguns 
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21nz + 1 ô -  2C r  r  + — C 
oí/3 4 , a  1 - 1 /  5
ô -  2 r r  
ct/3 ,oí ,13
BIÔ -  A ir r
oc/3 ,oc ,13 }
u  = -
2
A«>- 4C -  C
Oí3 2 . 4 2
-4  -  2C -  c
Z ‘^  3 4











u = -  u




r  =  X (Q) -  X ( ? )ce Oi Oí
(60)
(61)
r  = II 0  -  P
Sr
= /77
3x  (Q) r  ' 'a
A(z) = K (z) + -  
0 z
B(z) = K (z) + -  
0 z
AI(z) = I (z) + -  
0 z
BKz) = I (z) + -  
0 z
K^(z) -  -
K^(z) -  -
-I^ (z ) -  -
CC = C (l-i^) + 4C (l+i/) -  2C -  2C








com as derivadas em re la ç ã o  às  coordenadas do ponto campo Q, por s e r  a variável en­
volvida nas equações in te g ra is  (58), sendo a inda  I^(z) e K^(z) a s  funções m odificadas
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de Bessel de ordem  um de p rim e ira  e segunda espécie, respectivam ente.
VAN DER WEEEN [25]-[26], com a solução fundam ental p roposta  na Equação 
(56), eliminou o f a to r  co n stan te  em U .
3 3
Substitu indo  os va lo res de C , C , C e C nas Equações (59), com:
1 2 4 5 ^
C = F C
3 3 1 (69)
obtemos:
C = F C 
6 6 1
1
8 7 r D ( l - v > )  
1
8B-(l-i^)(21nz+l+8F ) ô - 8A+2(l-i^) r  r




U = -  U
3oc Oi3
^33 87rD(l-y)A2 z 2(l-l^) lnz+4F -81nz-4 (3-i^)(4F +l)-(l-i^)F^3 3 6 .
Assim:
Podemos chegar a  um a ex p ressão  sim plificada  p a ra  as m esm as, fazendo;
F = 3 -v
6 2 ( 1 - 1 )^
(71)
U 1
a/3 4 7 1 0 ( 1 - 1 ^ )
4B-(l-i^)lnz ô - 4A+l-v> r  r
,/3_
U = x -R  Inz r r  
ce3 47ID ,cc
U  =  -  U
3od ã 3
^^33 SnDTT-õnx^ Z2( l-y ) -Slnz
(72)
Temos en tão , p a ra  h pequeno:
U
3 3  B n D
(73)
que é s im ila r à  sòlução fundam en ta l p a ra  p lacas fin as , dada por COSTA JR. e BREBBIA 
[37]. Salientamios a  coincidência da função  livre, ex p ressa  pelo f a to r  -1 /2  ( fa to r
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este  livre ta n to  p a ra  p lac a s  f in a s  como p a ra  os m odelos aqui tra ta d o s ) .
Desenvolvendo K^(z) e K^(z) p a ra  pequenos a rgum en tos (ABRAMOWITZ e STEGUN 
[38]), conc lu i-se  que a  função  A(z) é con tinua  e B(z) a p re se n ta  s ingu laridade  loga­
rítm ica:
1 im  B(z) = l im
2 -4  0 2 - 4  0
(74)
O bservam os assim  que o te n so r  a p re se n ta  s in g u la rid ad e  logarítm ica ,
v isto  que a  a p a re n te  s in g u la rid ad e  l /z ^  (Equações (59)) se anu la  com os dados valo res 
de C , C , C e C .
1 2  4 5
3 .3 .2  -  Tensor T ensão Fundam enta l T
U
As fo rç a s  de su p e rf íc ie  g e n e ra lizad as  p roven ien tes do es tad o  gerado  pela 
solução fundam en ta l são  d adas  p e las  Equações (28):
» » 




t  = Q n
3 a  OC
E s ta s  fo rç a s  e s tã o  re lac io n ad as  com o te n so r  T (Q,P) de acordo  com as
1 j
Equações (B23):
t*  = T . (Q,P)e.
a  lO d  1
t*  = T ^ 3 (Q,P)e^
Tem os assim :
T (Q,P)e = M* n
l a  1 OCI3 13 ( 7 7 )
T^^(Q ,P)e, = Q*n
13 I cc ot
As c a rg a s  co n c en tra d a s  u n itá r ia s  g e n e ra lizad as  são su p o stas  a tu a rem  inde­
pendentem ente n as  d ireçõ es  e^. Assim suposto , ficam os com:
T (Q.P) =
lot  ocl3 /3
(78)
T  (Q.P) = Q * '‘ ^n
13 OC Oi
sendo M e Q os m om entos e os esfo rço s  c o r ta n te s , resp ec tiv am en te , devidos às
Oí^ - OC
ca rg a s  c o n cen trad as  u n i tá r ia s  g e n e ra lizad as  ap licad as  nas d ireções i (co rresponden tes
à coluna i do te n s o r  T  ).
i j
-24
P o rta n to , substitu indo  as Equações (B23) nas Equações (24) resu ltam :
Zv
OCp 2 U + U + T—  U ô
Q * '->  = d í ; ! í x 2
OC Z
i a , / 3  l f3 ,o c  l - V  i y , y œ / 3
U + U
i a  1 3 , a
(79)
P a ra  a s  derivadas do te n s o r  U^^., Equações (59), são  de g rande u tilid ad e  
as  re laçõ es  na fo rm a  ap re se n ta d a  no apêndice D, item  D. 2, resu ltando :
u C zK r  ô +A
✓ ' 
r  ô +r ô +r ô2 z 1 - u 1 1 , y  od/3 ,o í í3 y  ,13 ocy  , y  a f i
l .
4A+ZK r  r  r CC + — 4 r r  r  - r  ô - r  ô - r  ô1 ,y ,oc ,13 , y  ,oc g y  ,f3  ocy , y  cc^
+C r  ô +r ô +r ô - 2 r  r  r
, 0í /3y ,/3 ocy , y  a/3 , 0: , /3 , y
+
l - V  5
- z l  r  ô + 
1 , r  ocfs
- . 1
+AI r  ô +r ô +r ô
,oc I3 y  ,13 ocy , y  ocg
— 4AI-ZI
1
r  r  r  
,oc ,/3 ,y_
u 4C -C ô - 2 r  r
oc3,l3 2 1 4 2 01/3 ,oc
-4  -ZC ô -  
z 2  3 a/3




D1 -p C -4
2 1 - y  4
-4+ZC + c
Z “^ 3 4
2 1nz + 1 }r r
U = -U
3 o£ , P  “ 3,/3
(80)
Os m om entos M e os e s fo rço s  Q devidos à s  c a rg a s  concen tradas
ocf3 Oí
u n itá r ia s  g en e ra lizad as  ap licadas na d ireção  i, são obtidos m edian te  a su b s titu ição  
das Equações (80) nas Equações (79), resu ltando :
M (y)oc^
1 C zK +2A
2 Z l-v> 1 1
r  ô +r ô 
,oc p y  ,/3 ocy








r  ô - r  ô - r  ô +2C r  ô +r ô
,oc P y  ocy , y  oc(3 4 ,oc p y  ocy
1+p 5r  -h— r  ô
-zIj(z)+2A I(z) r  ô +r ô
, a  p y  o:y




r  r  r  
,o£ , /3 , y
-2-5-
3
2A -^ 4C -C ô - 2 r  r
a p 2 4 2 a p  ,oc •4  - 2 | ^ C  ô -  7? 1 -1 /3  œ/3
-2C r  r  - - r ^ C4 ,0d ,/3 1-1/ 4 2(l+u)lnz+l+3v>
* ( ( 3 )  _ 3 A8. ' 2 C Bô -  Ar r CC"“7:-- >5- ô -  2 r  r
2 1 - f 1 a/3 ,a 2 z ^ a^  ,a .
4C -C ô - 2 r  r - Z + T ^ BIÔ -  Air r4 2 ocfS ,o í ,13 Z2 l - V  5 a ^  , a  , /3_
= -D 3(i - p )2 ^  c  r  
c z 4 ,œ
tx.^ / 3a
(81)
S ubstitu indo  a s  Equações (81) nas Equações (78) determ inam os o ten so r  
ie re p re s e n ta  a s  fc 
dam ental, c u ja s  ex p ressõ es  são:
T . .'(Q,P), qu o rç a s  de su p e rfíc ie  do es tad o  gerado  pela  solução fu n -
T = -ap
fr. 1-1^ 1 3 A'' 12— 1-y C zK +2A2 z 1 1 r  n +r ô , p  a  , n a/3 +2Ar n -2
4A+ZK 1 r  r  r  , a  , /3 , n
4 r  r  r  - r  n - r  n - r  ô
, a , p , n  , a ( 3  , p a  , n  cxfi
+2C l+V, r  n +r n +r ô - 2 r  r  r
l - V  , a  p  , /3 a  , n a/3 , a  , n
1 - P  5
- z l  +2AI r  n +r ô +2AIr n -2 4AI
. 1 ,13 OC , n  0CÍ3 , a  13
r  r  r  
, a  , /3 , n
T =
3 a
4C -C n - 2 r  1r2 \ 4 2 a  , a , n
; r  r  
4 , a
1
, n  1 - V " 4
2(l+i/)lnz+l+3i/ n
OC
1—7 — C n “ 
Z ‘^  1 - U  3 a
T =
3
A8. 2 C Bn -  Ar r CC n -  2 r r
a 3 2 1 - j / 1 a  , a  , n 2z2 a  , a  , n .
4C -C4 2 n - 2 r  ra  , a  , n
1 2
Z ^ ' 'T ^ S BIn -  A ir r  a  , a  , n }
T = -03(1-17)2 —  C r




r  = r  n
, n  ,oc oc
(83)
O bservam os que o te n so r  a p re se n ta  as  s ingu laridades  Inz e 1 /z.
3 .4  -  D eslocam entos e E sfo rço s  no Domínio
3.4.1 -  D eslocam entos
As Equações (B40) descrevem  os deslocam entos em qualquer ponto
P = (Ç ) e Q com' C = ô :
1 2  I j  i j
u .(P )  + T . .(q ,P )u .(q )d r(q )  =
1 j  J
U. .(q ,P )t.(q )d r(q )  +
U (Q,P) -  MF U (Q,P)
1 3  i oú, cc
q(Q)dQ(Q) (84)
n
Os deslocam entos u (P) são  determ inados em função  dos u ’s e t . ’s sob re  o 
i 1 1
contorno, p rev iam ente  dete rm inados pe las  Equações (58).
3 .4 .2  -  E sforços
Os e s fo rço s  M e Q são  determ inados m ediante a  su b s titu iç ão  das E qua-
oc^ cc
ções (84) nas Equações (31), com as  resp e c tiv a s  derivadas a g o ra  em re la çã o  às  coorde­
nadas do ponto fo n te  P, sendo:
õ a




U (q ,P )t (q )dr(q ) -  
I J . a  j
T (q,P)u (q )d r(q ) + 
i j  , a  j
U (Q,P) -  MF U (Q,P)
1 3  , a  i y , y a
q(Q)dn(Q) (86)
pois as  Equações (84) são  um a re p re se n ta ç ã o  do campo de deslocam entos em qualquer 
ponto P € fi, sendo a s  d e riv ad as  in te rp re ta d a s  no sen tido  d istrib u tiv o .
R esu ltam  assim  ex p ressõ es  da segu in te  form a:
M (P) =otg U ^ ^ (q ,P ) tj (q )d r (q )  -
r
T (q,P)u (q )dr(q ) 
J





U ^3 .{ q ,P )tj(q )d r(q ) - T (q,P)u (q )dr(q ) +
ot3 j j
onde:
U ^3 3 (Q,P) -  MF V^^ÎQ.P) q(Q)dQ(Q)
Q
(87)
U = D ^oc^j 2 U + U + ^  V Ô «j./3 ^ j , a  y j . r
V = D 2 u + U + V ôa.a,&l3 p ô . ô a  l -V r ô . ô y  oc^
V  = D
0d3J 2 U + Ua j  3 j ,œ
V = D iÿia3 2 U + uûlS jÔ 3Ô , Soi
( 88 )
T + T + ^  T  ô
a j , / 3  / 3 j , a  l ~ V  y j , r
T = D i ÿ ^ A 2
<x3 J 2 T + Ta j  3 j , a
e, como podemos ver:
(89)
V = U
a/3 a ^ y . r
V = u
ct3 a 3 y , - y
(90)
Observando a  Equação (85), consta tam os que as d e riv ad as  n e c essá ria s  ago ra  
em questão  equivalem  àquelas a n te rio rm en te  a p re se n ta d a s  nas Equações (80), porém  com 
sinal invertido . P o rtan to , p recisam os das derivadas segundas do te n so r  acim a ex ­
p ressa s , bem como das derivadas do ten so r T , o b tid as  po r su a  vez m edian te  as  d e r i-
* ( 1 ) *{i )vadas de M e Q . Como já  sa lien tado , a s  d e riv ad as  a g o ra  em qu estão  são  em r e -
0/3 0£
lação ao ponto P, exceção única sendo U em V , que é em re la çã o  ao ponto  Q (pois
o c y . y  cc3
e s ta  derivada vem do term o  u (Equações (84)), p re se n te  n a  ex p re ssã o  dos e s fo rço s
c o rta n te s  Q (Equações (31))). Assim, as  derivadas segundas de U re su lta m  (em r e -  
oc 1 J




vJ 1 c zK ô ô - z2K +2zK2 i - i ^ 1 1 a/3 yO 0 1
.
r  r  ô + 
,y  ,e oci3
+A Ô Õ +Ô Ô +Ô ô _ zK +4A
ot(3 y e  o ty  (3B a 0  ^ y 1
r ô +r 6 +r ô 
,oc Í3 y  ccy , y  a/3
4A+ZK
1
r r ô + r r ô + r r ô  ,a. yB ,oc ,y
z^K +8zK +24A 
0  1
r -  
,e
r  r  r  r  ,a ,y ,e
CC 4 r r  -ô
, a  , e  a 0
ô + 4 r r  -ô  ,/3 ,e ^0 ô + ar 4 r  r  -ô,0 y0 ô + a/3
+4
■
r r ô + r r ô + r r ô  , a ,13 y e  , a , y  ^0 ,/3  a 0 -2 4 r  r  r  r  ,a  ,13 , y  , e
ô - 2 r  r  
y d  , y
ô +
OLfS
+ ô - 2 r  r ô + ò - 2 r  r Ô -2 r  r  ô +r r  ô +r „ r  ôP0 .P ,0 o ty a0  ,a  ,0 Pr , a  ,13 y e  ,o t  , y  , y  o te
+8r r  r  r  
, a  ,13 , y  , 0
+ - ^ C - z l  Ô  Ô  - z 2 l  - 2 z l
1 - 1/  5 1 a/3 y e 0  1
r  r  õ + 
, y  . 0  a/3
+AI ô ô +Ô ô +Ô ô -Z l +4AI r  ô +r ô +r ôap  y0 ay  ^0 a0 1 ,ot ^ y  oty , r  a/3 ^ 0 -
4AI-ZI r r ô + r r ô + r r ô + z 2 ]  - 8 z l  +24AI f  1'  o1 ,ot ,/3 y e  ,ot , y  / 3 0  , /3 a 0 ^ 0 1 , a  , p  , y  , e
U
01.3,
D l - V
Z
^ ( 4 C  -C  )
z 2  4 2
r  ô +r ô +r ô - 4 r  r  r
, a  I3 y  ,13 o ty  , y o c l 3  , a  , y
+C r  ôi +r 6 +r ô - 2 r  r r
4 . P  a y  . y  a ^  ,o t . /3 , y -
U
■ 1■ ^ C - 4 ^ C Ô --2r r
3 3 ,  a p 2 2 1-1/ 4 a ^ . a
+2C Ô +
3 a/3
+C (21nz + l)ô +2r r
Oíl3 , a  , /3
(91)
As derivadas de M  ^ ‘  ^ e Q * *' resu ltam ; 
a/3 a
1 C zK +2A Ô Ô +Ô Ô0 2 z 1-1/ 1 1 - oty p0 a0  py




N ,  X
zK +4A r r ô + r r ô + r  r ô +2 z2K +8zK +24A r r r r1 .. ,a y e  ,o t  ,y pe ,y a0 0 1 ,a  ,y ,0
+ 2-CC 4 r  r  -ô õ +
■
4 r  r  -õ ô + 4 r  r  -ô,ct ,e  ocG .P  ,e  p 0 oty .y  .e  ye.
ô + a^
29
+4 r r ô + r r ô + r r ô  ,oc ,13 Trô ,oi ,y  «e -2 4 r  r  r  r  ,a  ,13 , r  ,e
+2C ô - 2 r  r  a e  ,oL ,e ô + 6 -2 r  r  ^ 0  ,13 ,e s ocy l - V ô - 2 r  r  ye  ,y  ,e ô -  OCI3
-2 r r ô + r r ô + r r ô,oc ye  , a , y a e +8 r  r  r  r,0í ,13 ,y  , 0
+-Í— Cl-v> 5 - z l  +2AI 1 Ô ô +Ô ôOíy ocQ +2AIÔ Ô -0.13 yO
z2l -4 z l +8AI r  ô +r ô r  - 2 - z l  +4AI0 1 ,oí ^ y  ay .0 1
r  r  ô - ,y  ,0  a/3
-
■2 - z l  +4AI 
1
r r ô + r r  ô + r r ô, a ye  ,oc ,y  139 ,f3 ,y  od0 + 2 z2J - 8 zl +24AI0 1 J
r  r  r  r  , a  ,y  ,0
M U3) 
'“ P . y
+C
3 >7 
4 ^ 4 ( 4 C  -C  ) r  ô +r ô +r ô - 4 r  r  r
2 z Z^ 4 2 ,oc ^ y  ,13 O iy ,y  ot^ ,oc ,(3 ,y
r  ô +r ô +7— r  ô - 2 r  r  r  ,OL ,/3 l - l '  , r  a/3 ,a. ,(3 ,y
a . r =2 ^
1 C zK r  ô +A r  ô +r ô +r ô2 z 1 -y 1 1 ,y  oci3 ,ot I3y ,13 oíy ,y  oí(3
f  X
4A+ZK r  r  r + ç ^ 4 r r  r  - r  ô - r  ô - r  ô
1 ,«  ,y z ^ ,OL ,13 ,y  ,oc (3y ,/3 oty ,y  a/3
--7Í4C -C  )z2 4 2
1
5
r  ô +r ô +r ô - 4 r  r  r,oc ^ y  ocy ,y  cíg ,cc ,(3 ,y
f y
- z l  r  Ô +AI
1 , r  a/3 r  ô +r ô +r ô,Oí ^ y  ,13 ocy ,y  0(3 - 4AI-ZI 1 r  r  r  ,oc ,13 ,y _
(3) A8Q ' ' = D3(l-y)2 “ COí,l3 z2 4 ô -  2 r  r  a/3 ,oc ,13
 l
Então, pelas Equações (78) podemos c a lc u la r  as de rivadas  de T _ .  Assim:
192)
a/3,y
3 x 8 1 ✓ -V
D -õ - 2 ^ - C zK +2A ô n +ô n +2AÔ n2 ■2/- l-V 1 1 oc  ^ y gy  OC oty 13
z2K +4zK +8 A 
0 1
-2  zK +4A1
r  n +r ô r  - 2 zK +4A
OC , n  oc^ .y 1
ô +r r  n +r r
, n o íy  , OC , p  3- , oc ,
ôn gy + 2
r  r  n -  
, a  ,y  P
z^K +8 zK +24A 
0  1
r  r  r  r,oi ,y  ,n
_  30
f  X
4 r  r  -ô n + 4 r  r  -n 8  + 4 r r  -ô
.P .y  P r OC . y  . n a- CCI3 , a  , r  oty
n +
+4 r r 5 + r r n + r r S
. p . n a y  ,oc y  ,a .  , n
-2 4 r  r  r  r  
, 0í ,13 , y  , n
+2C ô - 2 r  r n + n - 2 r  r ô - 2 r  r4 .y OC y , y  , n ot^ l - v oíy , a  ,y
n -
-2 r r ô + r r n + r r ô
, n  ocy ,a . y  , a , n / 3 y
+8 r  r  r  r  
,oc ,(3 , y  , n
1 - y  5
- z l  +2AI ô n +ô n + 2 A IÔ  n - z2l -4 z l +8 AI r  „n +r ô
1 ocl3 y  ^ y  oc ocy p 0 1 , ^ O L  , n oc^
r  -
2 -z l  +4AI r  r  n - 2 - z l  +4AI r r ô + r r n + r r ô
1 , a , y P 1 , /3 , n  cty ,(X  ,(3 y  ,oc , n  ^ y
+2 z2l -B zl +24AI 
0 1
r  r  r  r  
. «  ,13 , y  , n
T -4(4C  -C  ) r  n +r n +r ô  - 4 r  r  r +
3 a , / 3 2 z z2 4 2 ,cc (3 , / 3 a  , n a / 3  , a , p , n
+C r  n +r ô n - 2 r  r  r
, a  (3 , n  a/3 1 - P  cc , ct  , /3 , n
0d3,/3 Íd ' 7 1
1 C zK r  n +A r  ô  +r n +r n
2 z 1 - 1^ 1 1 a , n a/3 , a  /3 ,(3 oc
-> cc í'4A+ZK r  r  r H---^ 4 r  r  r  - r  n - r  n - r  ô
1 ,a  , n ,oc ,f3  ,n ,oc (3 , f3 o c  , n  a/3
-4 (4 C  -C  )
Z2 4 2
r  n +r n +r ô - 4 r  r  r
,oc P  .(3 a  , n oí/3 , a  ,13 , n
+-rÍ-C 
1 - f  5
_ n
- z l  r  n +AI r  n +r n +r ô _ 4AI-ZI r  r  r y
1 a ,oc (3 ,13 oc , n  a/3 i j , a  ,/3 , n
T = D3(1-1^ )2 ^  c
3 3 , a  z 2  4
n -  2 r  rOL , a  , n
(93)
Finalm ente, podemos d e te rm in a r  os ten so re s  in te rn o s  U _ , T e V . As-
’ ^  Odl J Ctl J Oii
sim , os ten so res  in te rn o s U são:
a l  j
r 1 - 1^ 1 3 1






r  r  r +2 ^ 4r r  r  - r  ô - r  ô - r  ô
1^ ,oc , ß  , y z ,oc , ß  , y  ,oc ß y  , ß  ocy , y a ß
.
r  ô +r ô + - l^ r  ô - 2 r  r  r
,ot ß y  , ß  ocy 1 - V  , y  ccß ,o t , ß  , y
1-1^  5
- z l  +2AI 1 r  ô +r ô,0 i ß y  , ß  ocy +2AIr ô -2.y  ocß
4AI-Z1 1 r  r  r  . a  , ß  . y
U
3
2 A^ 1 4C -C ô - 2 r  r
a ß 3  . 2 4 2 a ß  , a  , ß
- Z ^ C  Ô -ZC  r  r  -
1 - V  3  a ß  H , oc , ß




3 ' 2 C Bô -A r r CC-- T ô - 2 r  r
oc3ß 2 1 -y 1 a ß  ,oc , ß 2 z 2 a ß ,oc , ß -
1
--- 7 4C -C Ô - 2 r r c BIÔ -A ir r2 ^ 4 2 ocß .a •ß. 1 - f  5 ocß , a  , ß
U = D3(1-i;)2 ^  c  r  
«33 z 4 ,ot
(94)
Os ten so res  in te rnos T resu ltam :
a i  j
T 1 c 2 zK +2A n ô +n ô
ocß y 2 Z2 1 -V 1 1 OL ß y  ß  ocy
z2K +6 zK +16A 
0 1
+4An ô -y ocß
r r n + r r n + r r ô + r r ô  
,oc , y  ß  , ß  , y  oc , a  , n  ß y  , ß  , n  ccy
- « - . r >
•4 zK +4A r  r  n +r  r  ô +4 z 2K + 8 z K +24A r  r  r  r +
1 ,oc , ß  y  , y  , n  ocß 0 1 , a  , ß  , y  , n
+4CC r r n + r r n + r r ô + r r ô
,O L  , y  ß  , ß  , y  et ,O L  , n  ß y  , n  o c y
+4 2 r  r  r  +r  r  ô 
, a  ,/3 . y  , y  , n  a ß
n ô +n ô +n ô -2 4 r  r  r  r +4C
a  ß y  ß  ccy y  ocß , a  , ß  , y  , n 4
1+3P 5, 
n ô +n ô +—i— n ô -
a  ß y  ß  a y  l - V  y  a ß
-2 r r n + r r n + r r ô  + r r ô
, a  , y  ß  , ß  , y  a  , a  , n  ß y  , ß  , n  a y
-21+v r  r  n +r  r  ô 
, a  , ß  y  , y  , n  a ß
+8 r  r  r  r
. a  , ß  , y  , n
+yi-C  1-V» 5 - z l  +2AI 1 n ô +n ô a  ß y  ß  ocy
+4AIn ô -  
y
z2l - 6 zl +16AI 
0 1 r r n + r r n + r r ô  + r r ô  , a  , y  ß  , ß  , y  a  , a  , n ß.y , ß  , n  « y
32
-4 - Z l  +4AI r  r  n +r r  ô +4 z2] - 8 zl +24AI r  r  r  r1 ,a. ,13 y  , r  . n  a/3 0 1 , a  ,13 ,K , n_
a3/3 ^2^
1 c 2 Ar n + zK +2A r  n +r ô
2 z l -V» 1 , a  P 1 a  , n  a ^
-2 4A+ZK r  r  r,OL ,n 4 r  r  r  - r  n - r  n - r  ô ,oc ,13 , n  ,ot p  . /3 a  , n  ocl3
- |(4 C  -C  )4 2
1
"■l-P 5
r  n +r n +r Ô - 4 r  r  r,a. ^  Ci , n oifS ,c i  , /3 , n
2AIr n + - z l  +2AI r  n +r ô - 2 4AI-ZÍ r  r  r,oe P 1 , /3 oí , n OL^ 1 ,a  ,n_
0/33 D
1 - 1^ zK +2A 1 r  n +r n,OC ^ tt +2Ar ô -y n «P
-2 4A+ZK r  r  r
,o i  , n
4 r r  r  - r  n - r  n - r  ô , œ , / 3 , n  ,ot. f3 ol ,n a/3
--4 (4 C  - c  )z2 4 2 r  n +r n +r ô - 4 r  r  r, et /S , /3 a  , n oe/3 , ot , /3 , n
+ T ^C  
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✓ ^ 
- z l  +2AI
. 1
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T =ot33 16 2C Bn -A r r
cc
•5 n - 2 r  r +1 OL , 06 , n z ^ a  , ot , n
4(l+i^)C + (l-v)C n - 2 r  r +2C BIn -A ir r
4 2 06 ,oc , n 5 OL , a  , n .
(95)
E, po r d e rra d e iro , os ten so re s  in te rn o s  V são:
a i
ô - 2 r  r  ct/3 ,oi , /3
V = 0  a3
definim os:
(96)
As E quações (87) podem se r  e s c r i ta s  numa fo rm a  m ais adequada. P a ra  is to
X  =  M afi ocg




T =  
a i
U t dr 
a i j  J
r
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3 .5  -  Conclusão
Aplicando o m étodo de H õrm ander determ inam os a  solução fundam ental g e ra l 
do operador e s c a la r , consistindo  os dem ais cálcu los apenas de m anipulações a lg é b ri­
cas. E s ta  solução é com posta  de funções essenc ia is  e funções liv res.
Os núcleos dos o p e rad o res  p re se n te s  na fo rm u lação  in te g ra l do problem a, 
descrevendo a  c o rre la ç ã o  funcional e n tre  a s  va riáv e is  de p laca  sob re  o contorno, bem 
como no domínio da  reg iã o  em estudo , fo ram  desenvolvidos na  su a  fo rm a  m ais gera l.
A fo rm a  s im p lificad a  do te n so r  deslocam ento  fundam en ta l resu lto u  numa s i­
m ilaridade  do m esm o com aquele co rresp o n d en te  ao m odelo c láss ico  de p laca.
CAPÍTULO 4
o  MÉTODO DIRETO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO 
AOS MODELOS DE PLACA DE REISSNER E MINDLIN
4.1 -  In trodução
A fo rm u lação  in te g ra l especialm ente  desenvolvida no cap ítu lo  a n te r io r  es­
t á  posta  de fo rm a  a  s e r  ab o rd ad a  num ericam ente pelo m étodo dos elem entos de contorno.
P a ra  a  d isc re tiza ç ã o  n ec essá ria  são p rev is ta s  funções de in terpo lação  
constan tes, l in e a re s  e q u a d rá tic a s , ta n to  p a ra  as variáveis  como p a ra  a  geom etria , ou 
se ja , serão  usados e lem entos iso p a ram é trico s  de ordem  zero , um e dois.
As in te g ra is  sob re  cada elem ento, cujo p rocessam ento  é um dos passos ne­
cessá rio s  p a ra  a  d e te rm inação  do s is tem a  de equações a lgéb ricas, são e fe tu ad as  por 
q u a d ra tu ra  gau ssian a . Caso as  m esm as possuam  funções s ingu lares, a n te s  do processo de 
in teg ração  é f e i ta  um a tra n s fo rm a ç ã o  re g u la riz ad o ra  sobre  as  resp ec tiv as  funções.
4 . 2 - 0  Método dos E lem entos de Contorno
A redução  das equações in te g ra is  a um sis tem a  de equações a lgéb ricas li­
n ea re s  é g e ra lm en te  e fe tu ad a  m edian te  os seguin tes passos, que são a essência  do mé­
todo dos e lem entos de con torno  (BREBBIA, TELLES e WROBEL [8 ]):
a) D isc re tização  do contorno  f  em uma sé rie  de elem entos f  , ta l  que
N
U r = r, com r A r = 0  p a ra  i * j, onde N é o núm ero de elem entos
n i j
n = 1
em que f  é dividido. Os elem entos F são defin idos pelas respec tivas
n
coordenadas nodais e uma especificada  variação  da geom etria  do mesmo,
sendo e s ten d id a  no caso  p resen te  e s ta  m esm a variação  aos deslocam entos
e às  t ra ç õ e s  sobre  o re fe r id o  elem ento. Processo  s im ila r se ap lica  ao
R
dom ínio Q, sendo n este  caso U ^  com n = (f> p a ra  i j, on-
r =  1
de R é o núm ero de "elem entos" em que é dividido, não havendo no en­
ta n to  nenhum a incógn ita  sob re  os mesnios.
b) Usando o m étodo da colocação, ou se ja , aplicando a s  equações d isç re ti-
za d as  em cad a  um dos s pontos nodais p do contorno, e com putando as 
in te g ra is  sob re  cad a  elem ento, geralm ente  por q u a d ra tu ra  num érica, r e ­
s u lta  um s is tem a  de 3 xs equações a lgéb ricas lin ea res  envolvendo um 
co n jun to  de 3xs deslocam entos e 3xs traçõ es .
c) Im posição das condições de contorno e subsequente redução do s is tem a 
de equações envolvendo 3xs valores nodais de deslocam entos e tra ç õ es  
so b re  o con torno . N esta  fo rm a, o s is tem a pode se r  resolvido por m éto­
dos adequados, s e ja  elim inação gaussiana  ou ou tro  método, p a ra  a  de­
te rm in a ç ão  das incógn itas  envolvidas.
. d) D eslocam entos e e s fo rç o s  em pontos in te rnos podem en tão  se r de term ina­
dos, se  n ecessá rio , em função som ente dos va lo res nodais sobre  o con­
to rn o .
4.3 -  P rocesso  de D isc re tização
P a ra  a  d isc re tiz a ç ã o  do problem a, o contorno F é aproxim ado por um con­
jun to  r  de e lem entos. As coordenadas x de pontos s ituados sobre  cada  elem ento T n a  . ^
são ex p ressas  em te rm o s  das coordenadas nodais usadas p a ra  d e fin ir  o elem ento, com
O i





que pode se r  e x p re s s a  m atric ia lm en te :
X  = (100)
e, de acordo com a  d e fin ição  dos elem entos isoparam étricos;
u = ^"^u^ (1 0 1 )
t  = (1 0 2 )
onde j  é o núm ero  de pon tos nodais n ecessário s p a ra  d e fin ir  o elem ento, com u^ e t^ 
sendo os va lo res  nodais  de u e t  na d ireção  i do nó j.
As 'fu n çõ es  de in te rp o la ç ão  p rev is ta s  na im plem entação num érica são de o r­
dem zero , um e dois (elem ento  co n stan te , linear e quad rá tico ). F igu ra  4, sendo dadas 
respectivam ente  por:
1<f> - 2 ^ (1-7)) (1+T))





co rresponden tes a  j  = 1, 2 e 3, n e s ta  ordem . Os elem entos iso p a ra m é tr ico s  são  usados 
sem  re s tr iç ã o , a  não s e r  quando se t r a t a  de elem ento co n stan te , sendo n este  caso  u sa ­
da in te rpo lação  lin e a r  p a ra  as  coo rdenadas.
A coordenada ad im ensional 7} é de te rm in ad a  por:
2
■n = j y






i 7 = - 1 ■n=
constante quadrat i co
F ig u ra  4 -  E lem entos de Contorno U tilizados
As m a tr iz e s  e x p re ssa s  n a s  Equações (100)-(102), cu jos elem entos 





devendo-se e lim inar a  te r c e i r a  su b m a tr iz  queindo in terpo lando  as coordenadas.
A d isc re tiza ç ã o  do dom ínio Q é f e ita  de modo s im ila r ao con torno  T , sen ­
do as funções de in te rp o lação  d ad as  p o r  (F igu ra  5):






















F ig u ra  5 -  E lem entos de Domínio U tilizados
<P = -,
( 1 - 7 , ^ )  ( 1 - 7 , ^ )  
(1+7}^ ) ( 1 - T ) ^ )  
( 1 - 7 ) ^  ) ( 1 + 7 } ^ )  
( 1 + 7 ) ^ )  ( 1 + 7 ) ^ )
(109)
^  = 4
( 1 -7 )^  ) (  1 - 7 ) ^ )  ( - 7 ) ^ - 7 ) ^ - ! )
2( 1-7)2) (1-7)^)
( 1+7)^ ) ( 1 - 7 ) ^ )  (7) ^ - 7 ) ^ - 1  ) 
2 ( 1 - 7 ) ^ )  ( 1 - 7 ) 2 )
2 ( 1 + 7 ) ^ )  ( 1 - 7 ) 2 )
( 1 - 7 ) ^ )  ( 1 + 7 ) ^ )  ( - 7 ) ^ + 7 ) ^ - ! )
2(1-7)2)(1+7)^)
( l + 7 ) ^ ) ( l + 7 ) ^ ) ( 7 ) ^ + 7 ) ^ - D
(110)
j  = 1, 4 e 8 , p a ra  elem entos de dom ínio co n stan te , lin e a r  e qu ad rá tico , re sp e c tiv a ­
m ente.




não valendo a  convenção do som ató rio , de aco rdo  com o ex p resso  no ú ltim o p a rá g ra fo  do 
item  2 . 1 .
------ . P a ra  o -cálculo -das in te g ra is  é n e c essá rio  e x p re s sa r  d f  e dí2 em te rm o s das
coordenadas ad im ensionais (t) p a ra  e lem ento  unidim ensional e t) p a ra  elem ento  bid im en-
CX.
sional), o que é fe i to  pelo  jacob iano  da tra n s fo rm a ç ã o , sendo |G  | o jacobicino p a ra
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um elem ento de co n to rno  F e G o co rresponden te  jacobiano  p a ra  um elem ento de do-
mínio n , ou se ja :
dF = G dT>
n ' n
(112)
(113)dQ_, = |G jd7 ,^dT ,^
0  ja co b ian o  é o d e te rm in a n te  da m a tr iz  de tra n s fo rm a ç ã o  do sis tem a  global








g ^  i ^cc ÔT) V
CC
a x  d x
(dF)2=dx2+dx^ 
1 2






F ig u ra  6  -  S istem as de Coordenadas Global e Local
0  jaco b ian o  d a  tra n s fo rm a ç ã o  é calculado m ediante a  re la ç ã o  e n tre  os ele­
m entos de linha dos s is te m a s  global e local (BANERJEE e BUTTERFIELD [11]):
ôx
dx = -5—^  d7) 
a. ÔT} P
(114)
Podem os e n tão  d e te rm in a r  os jacobianos:





ÔT}^  ÔT}^  ÔT)^
(115)
(116)
4 .4  -  D iscre tização  p a ra  P on tos sob re  o Contorno
No apênd ice  B, m ed ian te  a  ap licação  do m étodo dos res íd u o s  ponderados, 
obtivem os um co n ju n to  de t r ê s  equações in te g ra is , p a ra  cada pon to  (Equações (B40)):
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Cj j (p)u^(p)  + ^(q ,p )u^(q)dr(q ) = ^(q ,p )t^(q )dr(q )
U ,^(Q ,p) -  MF U, (Q.p)




que, exp ressa  em n o tação  m a tr ic ia l , fo rn e c e  (Equações (B41)):
C(p)u(p) + T (q ,p )u (q )d r(q ) = U (q ,p )t(q )d r(q ) +
U(Q,p) -  MF U(Q,p) q(Q)dQ(Q) (118)
sendo p e q pontos r e s t r i t o s  ao con to rno  F. Da Equação (B39) tem os:
U =
u U U + U12,2 11,1 11,1 12,2
U U U + U22,2 21 , 1 21 ,1 22 . 2
U U U + U32,2 3 1 , 1 3 1 , 1 3 2 , 2
(119)
As v a riá v e is  u^ e t^ e x p re ssa s  nas Equações (101) e (102) fo ram  implem en­




u u u 1 2 3
t  t  t  
1 2 3
1 !</>I 1 . I 1 2 ,1 <P, 1 1 0 ,







uJ = lul ul  ul |  i u2 u2 u2j  | u3 U^  U^ l l i 2 3i 1 1 2 3 : ! 1 2 3 !
| tl  t l  t M | t2 t 2 t2j  í t3 t 3 t^l  i l  2 3 ! ! 1 2 3 ! 1 1 2 3 !
(123)
(124)
As e x p re ssõ e s  v á lid as  pau-a e lem ento  co n stan te  e lin ea r correspondem  à s  




onde são a s  fo rç a s  e x te rn a s  ap licadas nos nós j  n as  d ireções i, com j  = 1, 4 e 8, 
p a ra  elem ento de domínio constan te , lin ea r e q u ad rá tico , respec tivam en te . Convém no­
t a r  que:




<P1 "4 "^ 8
4>, ••• 0, ••• <P1 8
4> <i>. <t>8




A d istinção  e n tre  as Equações (122) e (127) f ic a  c la ra  no con tex to  em que 
as  m esm as são usadas.
Assim, na fo rm a  d isc re tizad a , as Equações (117) podem s e r  e sc rita s :
N .  N
C I/» u ^ ( p )  + )  i  T d r  l u - ' ( q )  -  V -





U -  MF U 
i k  i k
n=l
V é  àT 
i k  I k  n
é  dQ
^ I k  r q;(Q )
(129)




r- N■ s /• r
T i / ;^dr  
^  ^  n k ( q )  = )  j~  L—1V
u ■
~  ~  n
1 P ~  ~ n = l p  ~  ~





U -  MF U (130)
vezes o núm ero de nós do elem ento (de contorno ou dom ínio).
As in te g ra is  acim a, devido à  d ificu ldade  de serem  in te g rad a s  a n a li tic a ­
m ente, são  norm alm ente ca lcu ladas po r in teg ração  num érica . E s ta s  in te g ra is  re lacionam
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o nó i (ponto p) com os elem entos de contorno  n (pontos q) ou elem entos de dom ínio r  
(pontos Q) sobre  os quais a  m esm a é ap licada.
A Equação (130) a sso c ia  se is  quan tidades a cada ponto nodal sob re  o con­
to rno , das quais t r ê s  são de te rm in ad as  pelas condições de contorno, sendo a s  r e s ta n ­
te s  incógnitas.
Colocando a  Equação (130) em cada um dos s pontos nodais sob re  o c o n to r­
no, obtem os um sis tem a  lin e a r  de 3xs equações a 3xs incógnitas, no caso  de con to rno  
sem  vértices. Quando houver descontinuidade nas tra ç õ e s  (vértices) é u sada a  té c n ic a  
do nó duplo.
P a ra  f a c i l i ta r  a  inclusão  das condições de contorno no s is tem a  de equaçõ­
es (130), os v e to res  de v a lo res  nodais u'  ^ e são  re fe ren c iad o s às  coordenadas loca­
is n e s (F igura 1). Seja R a  m a tr iz  de tra n sfo rm aç ã o  do s is tem a g lobal p a ra  o local,
ap licada  nos pontos nodais p^ 
to  (SILVA [101, WATSON [39]);











ou, expresso  m atric ia lm en te  (Equações (130)):
N
r '^C 0^R u ’-*(p^) + r '^(p ^ ) ^ |
~  ~  ~  ~  ~  n = l
T 0 ^ d r R u ’^(q^) =
U R f-* (q  ) +
C
n = l
+ R ^ (p ^ )^ - U  - M F U_ í p ^ . à Q
1 ' í
- r; Ri - 
1




^■*(q ) iphq  ) w
n e  s c F (133)
f ' ^ i q  ) =
C
M^(q ) M-* (q ) Q^(q )
n e  n s  c n e
(134)
como se no ta, são  as  va riáv e is  de p laça  sob re  o con torno  (ver Equações (8) e (A2)), 
re fe re n c ia d a s  no s is te m a  local.
C onstruím os ag o ra  um v e to r  p a ra  os deslocam entos, um o u tro  p a ra  as
tra ç õ es , e tam bém  um p a ra  o ca rreg am en to  ex te rn o , sob re  cad a  ponto nodal (sendo
= u ’-^ , = u ’ -*





, s  , s  , s 






t '^  . . .
3
t . s  ^ , s  ^ , s  1 
1 2 3 ]
(136)
0 0 q^ ... 0 0  q " '’ (137)
onde s é 0 núm ero de nós sob re  o contorno , e nd o núm ero de nós no domínio.
De aco rdo  com BREBBIA [7], adotam os a  segu in te  convenção, lidando com as 
equações na fo rm a  m a tr ic ia l (Equações (132)) e su b stitu in d o  os d ife ren c ia is  re s p e c ti­
vos pelas Equações (112) e (113):
-1
(138)
g = R (p^) ■ U 0 |G àri
‘ n





r \ p ^)
-1
’- r -1
U -  MF U Í^^|G |d7)^dT) (140)
R esu lta  assim :
N N K
r ’ C^ u ’^(p^) h u ’^(q^) g  t ’ -*(q^) b q^(O^)
n = l  n = l  r = l
(141)
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0 s is tem a  acim a pode se r e sc rito  como: 
H U  = G T  + B Q (142)
após fa z e r  as  sobreposições im plíc itas, tendo p a ra  isso  definido:
i J
p a ra  *■ p^
h +R C 0 R p a ra  q = pi j  ai al<^lk IJ ^
(143)
sendo li) = I a  m a tr iz  identidade assoc iada  à  função  de in te rp o lação  u n i tá r ia  co r 
^ ik  Ik
respondente ao ponto fo n te  p^.
Sobre cada  ponto nodal responsável pela fo rm ação  do s is te m a  de equações 
(142) é conhecido o deslocam ento ou a  tra ç ã o  em cada uma das d ireçõ es  g e n e ra lizad as . 
P o rtan to , é possível co locar o s is tem a  (142) na form a:
A X = F (144)
sendo o veto r X. com posto com os va lo res nodais incógnitos de U, e T_, e F . com posto 
com as quan tidades re s ta n te s , todas  conhecidas. 0  s is tem a se e n c o n tra  na fo rm a  ade­
quada p a ra  se r  reso lv ido  por qualquer m étodo.
4.5 -  D iscre tização  p a ra  Pontos do Domínio
4.5.1 -  Deslocam entos
Uma vez determ inados os deslocam entos e as  tra ç õ e s  sob re  o con torno , te n ­
do resolvido o s is tem a  linear (Equações (144)), podemos d e te rm in a r  os deslocam entos 





T R U’^(q^) +
'
U -  MF U
1 ^ Q
- a  !S -1 P
k ^ ( 0  ) (145)
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4 .5 .2  -  E sforços
Os e sfo rço s  nos pontos in te rn o s são calculados pelas Equações (98), 











U -  MF V ip'^àQ q-'(Q ) + MF q I (146)
Í2
sendo o ten so r V e s c r i to  de fo rm a  a  rep ro d u z ir  o ten so r V _ p a ra  j  = 3, ou se ja : a i j  a i
V = V
a i  3  a i
(147)
I = 1 0 0 0 1 0
(148)
4.6 -  Processo de In teg ração  
4.6.1 -  In teg ra is  R egulares
Quando os pontos fo n te  e campo não e stão  situados sob re  o mesmo elem ento , 
as in teg ra is  co rresponden tes  são re g u la re s , podendo serem  ca lcu ladas  p o r q u a d ra tu ra  
gaussiana. Assim, por exem plo, a  in te g ra l exp ressa  na Equação (138) pode s e r  c a lc u la ­
da como:
, +1
T (q ,p^)0^(q)|G ^(q)|d7 ,(q ) = w . T(q,p^ )0^(q) | G^(q) | (149)
1
q=q.
onde q^ é a  coordenada do i-ésim o ponto  de in teg ração , sendo o peso co rresp o n d en te  
(BREBBIA, TELLES e WROBEL [8]). E s ta  fó rm u la  in te g ra  exa tam en te  qualquer função  po li­
nom ial de ordem  m enor ou igual a  2 k - l, onde i = 1, k. As dem ais in te g ra is  não s ingu ­
la re s  podem se r  ap rox im adas dá m esm a fo rm a.
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4 .6 .2  -  In teg ra is  Singulares
E stando os pontos fon te  e campo s ituados sobre  o mesmo elem ento (p^ g 
Equação (131)), a s  in te g ra is  ex p ressas  nas Equações C138)-(140) ap re sen tam  s in g u la ri­
dade. Também ap resen tam  singu laridade  as  in te g ra is  em S2, Equações (145) e (146), p a ra  
pontos in te rnos. Antes de ap licar o esquem a de in teg ração  usado p a ra  in te g ra is  reg u ­
la re s , é f e i ta  um a tran sfo rm ação  reg u la riz a d o ra  sob re  os núcleos das re sp e c tiv a s  in ­
te g ra is . De acordo  com TELLES [12], a  in teg ra l:
,.+ 1
I = f(T))dT) (150)
-1
onde f(T)) é s ingu lar no ponto 7), | t}| £ 1, tem  o in teg rando  reg u la riz ad o  pela  t r a n s ­
fo rm ação  polinom ial cúbica:
com:
T) = a^r^ + by2 + cy + d









Assim, a  Equação (150) é tra n s fo rm a d a  em:
I =
,+i
3 ( r - T) 2
-1
onde T é o valo r de y que s a tis fa z  t)(t ) = t), dado por:
(153)
T  =  y  7 ) ( t ) 2 - D  + | t ) 2 - 1 |  + y  7 ) ( t } 2 -1 )  -  + (154)
E ste  procedim ento concen tra  au tom aticam en te  os pontos de in te g raç ã o  p ró ­
xim o à  singularidade. Além do m ais, o mesmo pode ainda s e r  usado p a ra  in te g ra is  qua- 
se -s in g u la res . A in teg ra l reg u la rizad a . Equação tl5-3), pode se r  a g o ra  e fe tu a d a  de mo­
do idêntico  ao processo  d escrito  pela  Equação (149).
Os elem entos da m a tr iz  G proven ien tes das in te g ra is  s ingu lares são ca lcu ­
lados pelo procedim ento acim a descrito .
Os elem entos da m a tr iz  H proven ien tes das in te g ra is  s ingu la res  são  sep a­
rad o s  em dois casos (SILVA [10], WATSON [39]). P rim eiro  co n sid e ra-se  o caso em que a 
função  de in te rpo lação  <f> não é aquela  assoc iada  ao nó singu lar. Então, como o ten so r  
T^^ = 0 ( l / r )  e = 0 (r) , o p rodu to  a  se r  in teg rado  tende a um lim ite, podendo se r 
rea liz a d a  uma in teg ração  num érica  norm al, sendo no en tan to  necessário  um g rande  nú­
m ero de pontos de in teg ração . Porém , p a ra  c a lcu la r e s ta s  in te g ra is  de fo rm a  m ais e fe ­
tiv a , em prega-se  a  técn ica  an te rio rm en te  d e sc rita .
Quando a função de in te rp o lação  (p^  é aquela assoc iada  ao nó s ingu lar, 
~ 1 e, como já  é sabido, as  in te g ra is  devem se r  in te rp re ta d a s  no sen tido  do valo r 
p rinc ipal de Cauchy. P o rtan to , é n ecessá rio  ca lcu la r os va lo res p rinc ipais , bem como 
os coefic ien tes C^^. Porém , as  su b m atrizes  da diagonal de H, que correspondem  à  som a
dos fa to re s  geom étricos C com as  in te g ra is  envolvendo o ten so r T , in te rp re ta d a s
i j 1 j
no sentido do valor p rinc ipal de Cauchy, podem se r ob tidas sem  o cálculo d ire to  de 
C _  e h .^  (LACHAT [40])). A través da im posição de m ovim entos de corpo ríg ido  em cada 
uma das t r ê s  d ireções re fe re n te s  ao s is tem a  global de coordenadas nos pontos nodais 
p^ (e p o s te r io r  p ré  m ultip licação  pe las  m a tr iz e s  R _  co rresponden tes), re d u z -se  o 
s is tem a dado pelas equações na fo rm a  (117) a:
H U = 0 (155)
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ou seja;
T (q,p )u (q)dr(q) = 0  (156)
I j  f j
r
onde U agora  re p re se n ta  os re fe rid o s  deslocam entos de corpo ríg ido .
E sta  equação adm ite soluções não tr iv ia is  u_, que são com binações a rb i­
t r á r ia s  dos t r ê s  deslocam entos u n itá r io s  básicos de corpo rígido.:
Uj(q.p^) = [ 1 0 Xj(Pf)  -
= [ 0  1 X (p ) -  X (q) (157)2 I 2 f* 2
u„(q,P,) = [ 0  0 1 ]^O I
pois, neste  caso (Equações (29)):
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u = -  u = 1  
Ci 3 , a
(158)
P a ra  que a  Equação (155) s e ja  válida considerando  um s is tem a  de desloca­
m entos de corpo ríg id o  a rb i t rá r io , definim os:










Assim, as  su b m a triz es  da diagonal de H, co rresponden tes ao ponto p^, ou se ja , as  sub -
m a tr iz e s  h | . ,  são  ca lcu ladas  por (Equações (155)):
h ’ = -R  (p ) )  h d1 j ki kl 1 j
(161)
n =  1
q/P,
onde s é o núm ero de nós sobre  o contorno, estando p resen te  a  ro ta ç ão  de acordo com 
as Equações (141).
Cada su b m atriz  3x3 da diagonal de H, hj^,  é num ericam ente igual à soma
das su b m atrizes  h re s ta n te s , re la tiv a s  ao ponto p , sob re  cada  nó q do contorno, 
1 j f c
q p^, m u ltip licad as  pela  m a tr iz  de deslocam entos de corpo ríg ido  associada, com o 
s ina l invertido.
Assim, tem os (Equações (156)):
h ’ (p ) = -R  (p )
13 k l
T j3 (q .P f)d r(q l
x (p )-x  (q)a  f Oi
dr(q)
(162)
com q *  p^.
A m a tr iz  é obtida no apêndice E, m edian te  um procedim ento  de lim ite.
4.7 -  Solução do S istem a de Equações
0  sis tem a  de equações obtido re s u lta  numa m a tr iz  cheia  e n ã o -s im é tric a . 
P a ra  a solução do s is tem a  em pregou-se  o m étodo da elim inação de G auss com pi vo tação  
p a rc ia l (SILVA [10]), ou, de acordo  com HUMES e t a lii [41], elim inação  de G auss com 
condensação pivotal.
4 .8  -  Cálculo das V ariáveis em Pontos In ternos
Os deslocam entos e os e sfo rço s  em pontos in te rn o s e sp ec ífico s  podem se r  
determ inados pelas Equações (145) e (146), desde que tenha  sido reso lv ido  o s is tem a  
de equações (144), que p o ss ib ilita  a  de term inação  das variáveis  sob re  o contorno . 
Como neste caso não e x is te  um s is tem a  de coordenadas associado  a cad a  ponto  in te rno , 
é n a tu ra l que e s ta s  variáveis  se jam  defin idas no s is tem a global de coordenadas.
Dado que ag o ra  os pontos fo n te  s itu am -se  no domínio, as  in te g ra is  sob re  o 
contorno não ap resen tam  s in g u la rid ad es , podendo serem  in teg rad as  norm alm ente . No en­
tan to , deve-se t e r  o cuidado de não e sp ec ific a r  pontos m uito próxim os ao con to rno , ou 
então, se necessário , fa z ê - lo  ap licando o procedim ento de TELLES [12] p a ra  in te g ra is  
quase-singu lares, o que não fo i considerado  n este  traba lho .
P a ra  o cálculo  dos deslocam entos em pontos in te rn o s, a s  in te g ra is  de do­
mínio apresentam  as s ingu laridades  do tipo  In z e l /z ,  sendo e s ta  ú ltim a  r e s t r i t a  ao 
modelo de R eissner , podendo serem  in te g rad a s  usando o procedim ento  de TELLES [12].
Os ten so res  co rresponden tes aos esfo rços em pontos in te rn o s , c u ja s  in te ­
g ra is  de domínio ap resen tam  as s ingu laridades  In z, l / z  e l /z ^ , sendo a  s in g u la rid ad e  
do tipo l/z2  r e s t r i t a  ao modelo de R eissner, são  in teg rados tam bém  m ed ian te  o p ro ce ­
dim ento de TELLES [12].
É im portan te  s a lie n ta r  que, no arquivo de dados n ecessá rio  p a ra  m odelar o 
problem a, a inclusão de pontos in te rn o s  im plica som ente na ad ição  de ta n ta s  linhas 
quantos forem  e s te s  pontos, n e c essá ria s  p a ra  a le itu ra  das coordenadas dos m esm os. 0  
cálculo das coordenadas locais d es te s  pontos (para  o caso de in te g ra ç ã o  s in g u la r  no 
domínio) é efe tuado  pelo m étodo de New ton-Raphson.
No apêndice F é f e i ta  a tra n sfo rm aç ã o  das in te g ra is  no dom ínio p a ra  o 
contorno, lançando-se  mão de um a equação de Poisson a u x ilia r , p a ra  carregaunen tos un i­
form em ente d istribu ídos. E s ta s  novas in te g ra is  sobre  o contorno , que a p re se n ta m  s in ­
gularidades quando ex p re ssa s  no dom ínio, são  todas  reg u la re s . No fim  do m esm o tam bém  
é estudado o caso  de c a rg a s  concen tradas.
Á reas sem c a rg a , que são  norm alm ente a  m aior p a r te  da  s u p e rf íc ie  da  p la ­




5.1 -  In trodução
Com a  form ulação desenvolvida nos cap ítu los a n te r io re s , e adap tando  o 
p rogram a em FORTRAN elaborado por SILVA [10], aplicam os o m étodo dos elem entos de 
contorno a alguns problem as de p laca, fazendo  com parações e n tre  os e lem entos p rev is­
to s  e analisando a  influência das funções liv res  na convergência dos resu lta d o s . Tam ­
bém é ana lisada  a  convergência dos re su lta d o s  quando se aum enta o núm ero de pontos de 
in teg ração , sendo usados oito pontos quando não m encionado.
V e rif ica -se  o com portam ento da fo rm u lação  quando as  p lacas se to rn am  f i ­
nas, a  fim  de in v estig a r o fenômeno do "locking", que su rge  em algum as s ituações de 
p lacas fin as , quando analisadas por elem entos f in ito s  a tra v é s  dos m odelos aqui des­
c rito s .
5 .2  -  P lacas C ircu la res
5.2.1 -  P laca C ircu la r E ngastada com C arga U niform em ente D istribu ída
P a ra  um a p laca c ircu la r de ra io  a e e sp essu ra  h, subm etida a um c a rre g a ­
m ento uniform em ente d istribu ído  ± q /2  em cada fac e  da m esm a, en g astad a  em r  = a, t e ­
mos a  seguinte solução ana lítica , de acordo  com o modelo de R eissner (VAN DER WEEEN 
[25], REISSNER [2]):






r r 21- a
1+2C-
_







Q , = 0
c = 43k2( l - i^)  
C’ = C
(164)
Fazendo C’ = 0 obtem os a  solução corresponden te  p a ra  o modelo de Mindlin 
(DYM e SHAMES [33]), enquan to  que fazendo  c  = C’ = 0 obtem os a  solução p a ra  o modelo 
de ..Kirchhoff (TIMOSHENKO e WOINOWSKI-KRIEGER [5]).
0  p rob lem a fo i reso lv ido  p a ra  os t r è s  tipos de elem ento: 16(32) elem entos 
de contorno c o n s ta n te s  (caso 16C(32C)) e lineares  (16L(32L)), e 8(16) elem entos qua­
d rá tico s  (8Q(16Q)). Os su b -ite n s  1, 2, 3 e 4 são associados à s  funções liv res dadas 
pelas Equações (56) (VAN DER WEEËN [25]), (72), (165) e (166), conform e segue:
C =
3





C = 0 
6
(166)
resp ec tiv am en te .
Como a  so lução  a n a lític a  p resen te  é a única que possuím os, vamos a n a lisa r  
e s te  caso com m ais d e ta lh es . Em todos os problem as reso lv idos com e s te  tipo  de geome­
t r i a  verificam os que o elem ento  q u ad rá tico  apresen tou  uma o sc ilação  dos valores ca l­
culados e n tre  os nós do ex trem o  e o do cen tro  de cada elem ento. Considerem os as Tabe­
las  2 a  5 abaixo , sendo os valo res calcu lados sobre o con torno  co rresponden tes ao nó 
c e n tra l de um elem ento  id en tif icad o s  pelos iten s com a s te r isc o . Selecionam os p a ra  es­
te  exemplo o m odelo de Mindlin, com v  = 0 ,3 , = 5 /6 , a = 0 ,5  e h = 0 ,2 . No program a 
im plem entado to d as  a s  in teg raçõ es  são  fe i ta s  com um núm ero f ix o  e único de pontos de 
in teg ração . As condições de con torno  e s tão  indicadas nas ta b e la s  po r cc. 0  valo r de 
M não é calcu lado  em pontos do contorno , po r não se r  um va lo r r ig o ro sam en te  sobre  o 
mesmo, sendo indicado nas ta b e la s  p o r nc (não calculado).
Como podem os ver n as  ta b e la s  c itad as , o aum ento  do núm ero de pontos de 
in teg ração  p a ra  as  m alhas constém tes p iorou um pouco os re su lta d o s , enquanto  os valo­
re s  de in te rpo lação  lin e a r  f ic a ra m  estáve is . Já  a convergência dos re su lta d o s  p a ra  os
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54D---- zr wq a ^
160 . 
q a^ q a^  s í Mqa*^ nn ^  0 q a  n
r / a






1 , 6 4 7 7  
1 , 6 4 7 7  
1 , 6 4 7 8  
1 , 6 4 7 7
0 , 0 0 0 0
1 , 2 6 1 0  
1 , 2 6 1 0  
1 , 2 6  1 1 
1 , 2 6  1 0
1 , 2 6  10 
1 , 2 6 1 0  
1 , 2 6  1 1 
1 , 2 6 1 0





1 . 6 9 9 6  
1 , 6 9 9 6  
1 , 7 0 0 0
1 . 6 9 9 7
0 , 0 0 0 0
1 , 2 8 5 2  
1 , 2 8 5 2  
• 1 , 2 8  5 5 
1 , 2 8 5 2
1 , 2 8 5 2  
1 , 2 8 5 2  
1 , 2 8 5 5  
1 , 2 8 5 2





1 , 7 3 4 0 0 , 0 0 0 0 1 , 3 0 1 5 1 , 3 0 1 5 0 , 0 0 0 0






1 , 0 4 2 4 0 , 3 6 0 0
0 , 7 8 6 0  
0 , 7 8 6 0  
0 , 7 8  6 1 
0 , 7 8 6 0
0 , 4 3 6 0  
0 , 4 3  6 0  
0 , 4 3 6  1 
0 , 4 3 6 0





1 . 0 8 4 9
1 . 0 8 5 0  
1 , 0 8 5  3
1 . 0 8 5 0
0 , 3 6 9 3
0 , 3 6 9 3
0 , 3 6 9 4
0 , 3 6 9 3
0 , 8 1 0 2
0 , 8 1 0 2
0 , 8 1 0 5
0 , 8 1 0 2
0 , 4 6 0 2
0 , 4 6 0 2
0 , 4 6 0 5
0 , 4 6 0 2





1 , 1 1 3  1 0 , 3 7 5 6 0 , 8 2 6 5 0 , 4 7 6 4 - 0 , 5 0 0 1






c c CC nc
- 1 , 9 4 2 9  
- 1 , 9 4 4  1 
- 1 , 9 5 7 4  
- 1  , 9 4 5 2
- 0 , 9 7 9 9  
- 0 , 9 8 0 1  
- 0 , 9 7 9 6  





- 1 , 9 7 8 6  
- 1 , 9 7 5 6  
- 1 , 9 3 3 6  
- 1 , 9 7 2 7
- 0 , 9 8 3 6
- 0 , 9 8 2 9
- 0 , 9 8 2 9





- 2 , 0 2 3 8  
- 2 , 0 2 3 5  
- 2 , 0 1 7 9  
- 2 , 0 2 3  1
- 1  , 0 0 9 2  
- 1  , 0 0 9  1 
- 1 , 0 0 9 0  
- 1 , 0 0 9 0
8 0 1 *
8 0 2 *
8 0 3 *
8Q 4*
- 1 , 9 8 9 3  
- 1 , 9 8 8 9  
- 1 , 9 8 3 4  
- 1 , 9 8 8 5
- 0 , 9 9 5 2
- 0 , 9 9 5 1
- 0 , 9 9 5 1
- 0 , 9 9 5 1
Tabela 2 -  Placa C ircular Engastada com Carga U nitária Uniforme.
Elementos 16C, 16L e 8Q, 8 Pontos de Integração.
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elem entos q u a d rá tic o s  fo i m uito boa. Os e r ro s  p e rcen tu a is  m áxim os são sum ariados na 
T abela 6, p a ra  os elem entos quad rá tico s .
A não convergência dos re su lta d o s  p a ra  os elem entos co n stan te  e linea r 
pode se r  exp licada  pelo f a to  da g e o m etria  não se r  adequadam ente re p re se n ta d a  por e s ­
te s  elem entos. O aum ento  do núm ero dos m esm os m elhora sensivelm ente os valo res calcu­
lados, dim inuindo en tão  a  d ivergência  dos re su lta d o s  com o aum ento do núm ero de pon­
to s  de in teg ração  p a ra  os elem entos c o n stan tes .
Tendo em v is ta  a s  condições de contorno  im postas, o s is tem a  de Equações 
(142) e s tá  colocado na  form a:
G T = -  B Q 
Ou se ja , voltando às  equações in te g ra is  (117):
(167)
U t dr = -  
i j  j
U -  MF U
i 3  i o i . a
qdQ (168)
Ou, tran sfo rm an d o  as  in te g ra is  no domínio em in te g ra is  sobre  o con torno  (apêndice F):
U t dr = -q A -  MF U





Assim sendo, e fe tiv am en te  estam os tra b a lh a n d o  apenas com o te n so r  (e que é
reg u la r, quando resolvendo as  Equações (169)).
P a ra  f in a liz a r , reduzim os a  re la çã o  h /a  e consta tam os não haver "locking" 
e nem algum  tip o  de in stab ilidade  num érica . A ausência  de "locking" já  e ra  esperada , 
pois traba lham os com a  exp ressão  a n a lític a  dos ten so res  fundam en ta is.
A t ítu lo  de ilu s tra ç ã o  da ausênc ia  de "locking", apresentam ios na Tabela 7 
os resu ltad o s ob tidos p a ra  h = 0,01 e h = 0,001, usando a  d isc re tização  16Q2 da 
Tabela 5.
5 .2 .2  -  P laca  C ircu la r Sim plesm ente Apoiada com C arga U niform em ente D istribu ída
N este  exem plo usarem os o m odelo de R eissner (Mindlin), com a  = 0 ,5
V = 0,3 , h = 0 ,0 2  e k^ = 5 /6 , com parando os re su ltad o s  de duas d isc re tizaçõ es  (16 e 
32 elem entos lin ea re s) com aqueles dados po r TIMOSHENKO e WOINOWSKI-KRIEGER [5]). 
Daqui por diómte passarem os a  u sa r  a  solução fundam ental dada  pelas Equações (72). Os 
resu ltad o s  e s tão  m o strad o s na  T abela  8.
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64D -- r  w 16D , q a ^  n q a^  35 Mq a ^  n n ^ Qq a  n r / a






1 , 6 4 5 1  
1 , 6 4 5  1 
1 , 6 4 5 2  
1 , 6 4 5  1
0 , 0 0 0 0
1 , 2 5 9 5  
1 , 2 5 9 5  
1 , 2 5 9 6  
1 , 2 5 9 5
1 , 2 5 9 5  
1 , 2 5 9 5  
1 , 2 5 9 6  
1 , 2 5 9 5





1 , 6 9 9 6  
1 , 6 9 9 6  
1 , 7 0 0 0  
1 , 6 9 9 7
0 , 0 0 0 0
1 , 2 8 5 2  
1 , 2 8 5 2  
1 , 2 ^ 5  5 
1 , 2 8 5 2
1 , 2 8 5 2  
1 , 2 8 5 2  
1 , 2 8 5 5  
1 , 2 8 5 2





1 , 7 3 0 9 0 , 0 0 0 0 1 , 2 9 9 8 1 , 2 9 9 8 0 , 0 0 0 0
EXATO 1 , 1 1 1 1 0 , 3 7 5 0  j 0 , 8 2 5 0 0 , 4 7 5 0 - 0 , 5 0 0 0
0 , 5




1 , 0 4 0 3 0 , 3 5 9 4
0 , 7 8 4 5
0 , 7 8 4 5
0 , 7 8 4 6
0 , 7 8 4 5
0 , 4 3 4 5
0 , 4 3 4 5
0 , 4 3 4 6
0 , 4 3 4 5





1 , 0 8 5 0  
1 , 0 8 5 0  
1 , 0 8 5 3  
1 , 0 8 5 0
0 , 3 6 9 3
0 , 3 6 9 3
0 , 3 6 9 4
0 , 3 6 9 3
0 , 8 1 0 2
0 , 8 1 0 2
0 , 8 1 0 5
0 , 8 1 0 2
0 , 4 6 0 2
0 , 4 6 0 2
0 , 4 6 0 5
0 , 4 6 0 2





1 , 1106 0 , 3 7 4 9 0 , 8 2 4 8 0 , 4 7 4 8 - 0 , 5 0 0 0







- 1 ,9 4  1 6 
- 1 , 9 4 3 0  
- 1 , 9 5 9 6  
- 1 , 9 4 4 3
- 0 , 9 7 9 6  
- 0 , 9 7 9 9  
- 0 , 9 7 9 5  





- 1 , 9 7 8 6  
- 1 , 9 7 5 6  
- 1 , 9 3 3 6  
- 1 , 9 7 2 7
- 0 , 9 8 3 6
- 0 , 9 8 2 9
- 0 , 9 8 2 9





- 2 , 0 0 2 9  
- 2 , 0 0 2 8  
- 2 ,0 0  1 0 
- 2 , 0 0 2 6
-1 , 0 0 1 3  
-1 , 0 0 1 3  
-1 , 0 0 1 3  





- 1 , 9 9 8 3  
- 1 , 9 9 8 2  
- 1 , 9 9 6 4  
- 1 , 9 9 8  1
- 0 , 9 9 8 9
Tabela 3 -  P laca Circulsir Engastada com Carga U nitá ria  Uniforme.
Elementos 16C, 16L e 8Q, 20 Pontos de In tegração.
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64D -- 2T w 16D ^ q a ^  n ^  M qa^= ss Mqa'^ n n ^ Qq a  n r / a











1 .7 2 3 1  
1 , 7 2 3  1
1 . 7 2 3 2  
1 ,7 2 3 1
0 , 0 0 0 0
1 ,29 6 1 
1 ,29 6 1 
1 , 2 9 6 2  
1 , 2 961
1 , 2 9 6 1  
1 , 2 9 6 1  
1 , 2 9 6 2  
1 , 2 9 6 1





1 , 7 3 3 2 0 , 0 0 0 0 1 , 3 0 1 0 1 , 3 0 1 0 0 , 0 0 0 0











1 , 1 0 4 3 0 , 3 7 3 5
0 ,8 2 1  1 
0 , 8 2 1  1 
0 , 8 2  12 
0 , 8 2 1  1
0 , 4 7 1  1 
0 , 4 7  1 1 
0 , 4 7 1  2 
0 ,  47 1 1





1 , 1 1 2  5 0 , 3 7 5 4 0 , 8 2 6 0 0 , 4 7 6 0 - 0 , 5 0 0 0







- 1 , 9 8 6 0  
- 1 , 9 8 6 2  
- 1 , 9 8 8 8  
- 1 , 9 8 6 4
- 0 , 9 9 5 0
- 0 ,9 9 5 1
- 0 , 9 9 5 0





- 1 , 9 9 4 5  
- 1 , 9 9 3 8  
- 1 , 9 8 3 7  
- 1 , 9 9 3  1
- 0 , 9 9 5 9
- 0 , 9 9 5 7
- 0 , 9 9 5 7





- 2 , 0 2 0 0
- 2 , 0 1 9 8
- 2 . 0 1 7 5
- 2 , 0 1 9 7
-1 , 0 0 8 9  
- 1 , 0 0 8 8  
- 1 , 0 0 8 8  





- 1 ,9 9 1  1 
- 1 , 9 9 0 9  
- 1 , 9 8 8 7  
- 1 , 9 9 0 8
- 0 , 9 9 5 7
Tabela 4 -  P laca C ircular Engastada com Carga U nitária  Uniforme.
Elementos 32C, 32L e 16Q, 8 Pontos de Integração.
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64D
---- 2T Wq a ^
16D . 
q a ^  n Mqa^  ss ^  M q a  nn "  Qq a  n r / a
EXATO 1 , 7 3 1 4 0 , 0 0 0 0 1 , 3 0 0 0 1 , 3 0 0 0 0 , 0 0 0 0
0 , 0
32C 1
3 2 C 2
32C 3
32C 4
1 , 7 0 9 7 0 , 0 0 0 0 1 , 2 8 9 8 1 , 2 8 9 8 0 , 0 0 0 0
3 2 L1
3 2 L 2
3 2 L 3
3 2 L 4
1 , 7 2 3  1 
1 , 7 2 3  1 
1 , 7 2 3 2  
1 , 7 2 3 2
0 , 0 0 0 0
1 , 2 9  6 1 
1 , 2 9  6 1 
1 , 2 9 6 2  
1 , 2 9  6 1
1 . 2 9 6 1
1 . 2 9 6 1  
1 , 2 9 6 2  
1 , 2 9 6  1





1 , 7 3 1 6 0 , 0 0 0 0 1 , 3 0 0 1 1 , 3 0 0 1 0 , 0 0 0 0






1 , 0 9 3 3 0 , 3 7 1 1 0 , 8 1 4 8 0 , 4 6 4 8 - 0 , 5 0 0 0
32L 1
3 2 L 2
3 2 L 3
3 2 L 4
1 , 1 0 4 3 0 , 3 7 3 5
0 , 8 2 1  1 
0 , 8 2  1 1 
0 , 8 2  12  
0 , 8 2  1 1
0 , 4 7 1 1  
0 ,  4 7  1 1 
0 , 4 7  12  
0 , 4 7 1  1





1 , 1 1 1 2 0 , 3 7 5 0 0 , 8 2 5  1 0 , 4 7 5  1 - 0 , 5 0 0 0
EXATO 0 , 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 - 0 , 6 0 0 0 - 2 , 0 0 0 0 - 1  , 0 0 0 0
1 , 0
32C1
3 2 C 2
3 2C 3
3 2C 4
C C c c nc
- 1  , 9 8 5 3  
- 1  , 9 8 5 7  
- 1  , 9 8 9 9  
- 1  , 9 8 6 0
- 0 , 9 9 4 9  
- 0 , 9 9 5 0  
- 0 , 9 9 4 9  
- 0 , 9 9 5 0
3 2L1
3 2 L 2
3 2 L 3
3 2 L 4
- 1  , 9 9 4 5  
- 1  , 9 9 3 8  
- 1  , 9 8 3 7  
- 1  , 9 9 3 1
- 0 , 9 9 5 9
- 0 , 9 9 5 7
- 0 , 9 9 5 7





- 2 , 0 0 2 7
- 2 , 0 0 2 6
- 2 , 0 0 2 3
- 2 , 0 p 2 6





- 1  , 9 9 8 8  
- 1  , 9 9 8 8  
- 1 , 9 9 8 4  
- 1  , 9 9 8 7
- 0 , 9 9 9 4
T abela 5 -  P laca Circulcir Engastada com C arga U nitária  Uniforme.





2 0 ,  1 5 0 ,  12 0 , 1 2
3 0 .  0 3 0 0 0 , 0 2 0 , 0 2 0 , 0 0 , 04 0 ,  1 0 0 , 0 8 0 , 0 8
5 0 , 0 1 0 , 0 0 8 0 , 0 0 8
2 0 ,  18 0 ,  16 0 ,  18 0 , 2 9 0 ,  02
3 0 , 0 5 0 , 0 3 0 , 0 3 0 , 0 4 0 , 0 0 5
4 0 ,  13 0 , 1 1 0 , 1 2 0 , 2 1 0 , 0
\J t sJ
5 0 ,  0 0 9 0 , 0 0 , 0 1 0 , 0 2 0 , 0
2 1 , 2 0 ,  92
3 0 , 1 5 0 ,  13 1
4 c c cc nc 1 . 0 0 , 9
1 , 0
5 0 , 1 3 0 ,  12
T abela  6 -  E rro s  P e rc e n tu a is  Máximos com Elem entos Q uadrá ticos.
6 4 D
------2T Wqa"*
1 6 D  ^
q a ^  n
16 w
qa-^ ss Mq a “^ nn ^ Qq a  n
r / a h
E X A T O
1 6 Q 2
1 , 7 3 1 4
1 , 7 3 1 6
0 , 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0
1 , 3 0 0 0  
1 , 3 0 0  1
1 , 3 0 0 0  
1 , 3 0 0 1
0 ,  0 0 0 0  
0 ,  0 0 0 0 0 , 0
0 , 2
E X A T O
1 6 Q 2
1 , 1 1 1 1
1 , 1 1 1 2
0 ,  3 7 5 0  
0 , 3 7 5 0
0 , 8 2 5 0  
0 , 8 2 5  1
0 , 4 7 5 0  
0 ,  4 7 5  1
- 0 , 5 0 0 0  
- 0 , 5 0 0 0
0 , 5
E X A T O
1 6 Q 2
1 6 Q 2 *
0 , 0 0 0 0
c c
0 , 0 0 0 0
c c
- 0 , 6 0 0 0
n c
- 2 , 0 0 0 0  
- 2 , 0 0 2 6  
-1 , 9 9 8 8
-1 , 0 0 0 0  
- 1 , 0 0 1 2  
- 0 , 9 9 9 4
1 , 0
E X A T O
1 6 Q 2
1 , 0 0 1 8  
1 , 0 0 2 0
0 , 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0
1 , 3 0 0 0  
1 , 3 0 0 1
1 , 3 0 0 0  
1 , 3 0 0 1
0 , 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0
0 , 0
0 ,  01
E X A T O
1 6 Q 2
0 , 5 6 3 9
0 , 5 6 4 0
0 , 3 7 5 0  1 0 , 8 2 5 0  
0 , 3 7 5 0  0 , 8 2 5 1
0 ,  4 7 5 0  
0 , 4 7 5 1
- 0 , 5 0 0 0
- 0 , 5 0 0 0
0 , 5
E X A T O
1 6 Q 2
1 6 Q 2 *
0 , 0 0 0 0
c c
0 , 0 0 0 0
c c
- 0 , 6 0 0 0
nc
- 2 , 0 0 0 0  
- 2 , 0 0 8 1  
-1 , 9 9 5 9
- 1 , 0 0 0 0  
-1 , 0 0 5 1  
- 0 , 9 9 7 4
1 , 0
E X A T O
1 6 Q 2
1 , 0 0 0 0  
1 , 0 0 0 3
0 , 0 0 0 0
O i O O O O
1 , 3 0 0 0  
1 , 3 0 0 2
1 , 3 0 0 0  
1 , 3 0 0 2
0 , 0 0 0 0
0 , 0 0 0 0
0 , 0
0 , 0 0 1
E X A T O
1 6 Q 2
0 , 5 6 2 5  
0 ,  5 6 2 7
0 , 3 7 5 0
0 , 3 7 5 1
0 , 8 2 5 0
0 , 8 2 5 2
0 ,  4 7 5 0  
0 , 4 7 5 2
- 0 , 5 0 0 0
- 0 , 5 0 0 0 0 , 5
E X A T O
16Q2
16Q2*
0 , 0 0 0 0
c c
0 , 0 0 0 0
c c
- 0 , 6 0 0 0
n c
- 2 , 0 0 0 0  
- 2 , 0 1 2 4  
-1 , 9 9 3 7
- 1 , 0 0 0 0  
- 1 , 0 0 7 5  
- 0 , 9 9 6 2
1 . 0
Tabela 7 -  P-laca C ircu lar Engastada com Carga Unitáu-ia Uniforme.
Observação da Ausência de "Locking".
57
64D---- r  wqa-»
16D ,  
q a ^ qa^  SS Mq a “^ nn  ^ 0 q a  n r / a
T&W-K 4 , 0 7 6 9 0 , 0 0 0 0 3 , 3 0 0 0 3 , 3 0 0 0 0 , 0 0 0 0
0 , 01 6 L
3 , 9 8 6  1 
( 3 , 9 8 7 8 ) 0 , 0 0 0 0 3 , 2 6 4 1 3 , 2 6 4  1 0 , 0 0 0 0
3 2 L 4 , 0 7 0 1( 4 , 0 7 1 8 ) 0 , 0 0 0 0
3 , 2 9 8 5
( 3 , 2 9 8 6 )
3 , 2 9  8 5 
( 3 , 2 9 8 6 ) 0 , 0 0 0 0
T&W-K 2 , 8 7 0 2 1 , 1 4 4 2 2 , 8 2 5 0 2 , 4 7 5 0 - 0 , 5 0 0 0
0 , 51 6 L
2 , 7 9 1 8  
( 2 , 7 9 3 1  )
1 , 1 3 0 0  
( 1 , 3 0 0 4 ) 2 , 7 8 9 1 2 , 4 3 9 0 - 0 , 5 0 0 0
3 2 L 2 , 8 6 2 5( 2 , 8 6 3 8 )
1 , 1 4 3 2  
(1 , 1 4 3 7 )
2 , 8 2 3 5
( 2 , 8 2 3 6 )
2 , 4 7 3 5
( 2 , 4 7 3 6 ) - 0 , 5 0 0 0
T&W-K o .o p o o 1 , 5 3 8 5 1 , 4 0 0 0 0 , 0 0 0 0 - 1 , 0 0 0 0
1 , 01 6 L c c
1 , 5 1 0 8
( 1 , 5 1 1 7 ) nc c c - 0 , 9 8 2 5
3 2 L c c 1 , 5 3 2 4  (1 , 5 3 3 2 ) nc c c
- 0 , 9 9 5 9
T ab e la  8 -  P laca  C ircu la r  Sim plesm ente Apoiada com C arga 
U n itá r ia  U niform e e D isc re tização  L inear.
5 .2 .3  -  P laca C irc u la r  E n g astad a  com C arg a  C oncen trada  no C entro
N este  p rob lem a consideram os um a p laca  de aco rdo  com o m odelo de Mindlin, 
sendo v  = 0 ,3 , = 5 /6 , a  = 0 ,5 , h = 0 ,0 5  e E = 200000 , com parando os valo res ca lcu ­
lados no con torno  com aqueles dados p o r TIMOSHENKO e WOINOWSKI-KRIEGER [5], de acordo  
com a Tabela 9.
M n n 0 n
N ú m ero  de 
P o n t o s  de 
I n t  e g r a ç ã oT & W - K - 0 , 0 7 9 5 7 7 - 0 , 3 1 8 3 1
L 1 6 - 0 , 0 8 0 3 9 4 - 0 , 3 2 1 0 4 8
Q 0 8 - 0 , 0 8 1 4 0 6 - 0 , 3 3 1 8 0 8
Q 0 8 * - 0 , 0 7 8 7 0 5 - 0 , 3 1 1 6 9 8
Q 0 8 - 0 , 0 7 9 8 7 3 - 0 , 3 2 2 3 9 2 0
Q 0 8 * - 0 , 0 7 9 4 8 6 - 0 , 3 1 6 4 4 2 0
T a b e la  9 -  V alores C alculados no C ontorno p a ra  um a P laca  
com C arga  C oncen trada  no C entro .
Os e r r o s  aqu i são  da o rdem  de 1 a  4 po r cen to . Porém , quando fo ram  usados
20 pontos de in te g ra ç ã o  nos e lem entos q u a d rá tic o s , e s te  e r r o  ca iu  p a ra  a  fa ix a  de 1 
po r cento  (p a ra  8  e lem en tos quad rá tico s!).
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5.2 .4  -  P laca C ircu la r sob Flexão A x iss im étrica
P a ra  e s ta  p laca , subm etida a  um m om ento u n itá r io  e de ra io  a  = 0 ,5 , com 
E = 200000, v> = 0 ,3 , h = 0,01, = 5 /6  e reso lv id a  de acordo  com o m odelo de 
Mindlin, consideram os uma d isc re tiza ç ã o  com 96 elem entos lin e a re s , com parando os r e ­
su ltados com aqueles dados por TIMOSHENKO e WOINOWSKI-KRIEGER [5], sendo sum ariados 
os resu ltad o s na  T abela 10.
w Mn n r / a
T&W-K
CALC.
5 ,2 5  
5 ,  233
0 , 0
0 , 0
1 . 0 
0 , 9 9 7 1 0 , 0
T&W-K
CALC.
3 ,  9375 
3 ,  924
1 0 , 5  . 
1 0 , 4 7
1 , 0 
0 , 9 9 7 1 0 , 5
T&W-K 0 , 0 21 ,0 1 . 0 1 ,0CALC. C C 2 0 , 9 8 c c
T abela 10 -  P laca  C ircu la r sob F lexão  A x issim étrica .
5.3 -  P lacas R etangu lares
Adicionalm ente ao que já  fo i considerado , n e s te s  casos ex is tem  pontos do 
contorno sobre  os quais não há continuidade do v e to r norm al, su rg indo  assim  g rau s  de 
liberdade ad icionais sobre  os nós usados p a ra  d e fin ir  o mesmo (a não se r  que o e le ­
m ento se ja  co n stan te  ou incom patível).
A técn ica  do nó duplo é aqui u til iz a d a  p a ra  fo rn e c e r  a s  equações ad icio ­
nais n ecessárias . Assim sendo, te s ta re m o s  apenas o caso  de um a p laca  sim plesm ente 
apoiada com c a rg a  uniform em ente d is tr ib u íd a , em pregando o m odelo de Mindlin. E s ta  fo i 
d isc re tizad a  com 96 elem entos lineaires, sendo q = 1, E = 0,2D+7, u  = 0 ,3 , a  = I e 
h = 0 ,005 , sendo k^ com patível com v  (k^ = 0 ,86009 , T abela  1). Os re su lta d o s  obtidos 
são m ostrados na T abela 11, com parados com aqueles ap re se n ta d o s  po r TIMOSHENKO e 
WOINOWSKI-KRIEGER [5], sendo ad o tad a  a  solução fundam en ta l dada  pela  Equação (165). A 
deflexão  é ca lcu lada  no ponto c e n tra l da  p laca  e os e s fo rç o s  no meio de um lado.
D---- a- wq a ^ —^  Mqa^= XX —  Q q a  X
T&W-K
CALC.
0 , 0 0 4 0 6
0 , 0 0 4 0 5 7
0 , 0 4 7 9
0 ,0 4 7 8 3 6
- 0 , 4 2 0
- 0 , 4 2 0 4
T abela 11 -  P laca  R e tan g u la r Sim plesm ente Apoiada.
CAPÍTULO 6
CONCLUSÕES E SUGESTÕES
6.1 -  In trodução
No desenvolvim ento d es te  tra b a lh o  conside rou -se  essencialm ente  o segu in­
te ;
a) dois m odelos de p laca: R eissner e Mindlin;
b) t r ê s  funções de in te rp o lação ; co n stan te , l in e a r  e q u a d rá tica ;
c) uma solução fundam en ta l g e ra l, c a ra c te r iz a d a  pelos co efic ien tes  C^ e C^.
D essa abordagem  d eco rre  um a sé rie  de conclusões, a p re se n ta d a s  a  segu ir. 
Ao fin a l, são a p re se n ta d a s  algum as sugestões  p a ra  tra b a lh o s  fu tu ro s , se jam  indepen­
den tes ou extensivos ao p re se n te  tra b a lh o .
6 .2  -  Conclusões
A plicou-se o m étodo dos elem entos de con to rno  p a ra  a  de te rm inação  de d e s­
locam entos e e sfo rço s  em p lacas  m ed ian te  os m odelos de R eissner e Mindlin.
Além da  red u z id a  q u an tidade  dos dados n ecessá rio s  p a ra  a cod ificação  do 
problem a, o m étodo a sseg u ra  um m enor g a s to  em tem po com putacional, re la tiv o  aos ou­
t ro s  m étodos num éricos tra d ic io n a lm e n te  usados p a ra  a  solução d e s te  tip o  de p rob lem a, 
p a ra  mesma p recisão , desde que se m antenha o núm ero de pontos in te rn o s  d e n tro  de um 
c e rto  lim ite. C onsta tou -se  a  e fic iên c ia  do m étodo inclusive em alguns casos onde se 
usou o m ais sim ples dos elem entos (elem ento co n stan te ).
Se considerarm os uma d isc re tiz a ç ã o  não m uito  g ro sse ira , obtem os e r ro s  m e­
nores de 1 por cento  p a ra  elem entos q u a d rá tico s , enquan to  os o u tro s  elem entos a p re ­
sen tam  ordem de e r ro  m aior.
0  aum ento do núm ero de e lem entos não re su lto u  em m al condicionam ento  do 
s is tem a, não sendo fe ito  nenhum escalonam ento  a  f im  de m elh o rá-lo . No caso  d a  p laca  
d e s c r i ta  no item  5.2.1, obtivem os um e r ro  m uito  pequeno no dom ínio, com um a d is c r e t i ­
zação  de 32 elem entos q u a d rá tico s , usando apenas 2 pontos de in te g raç ã o , quando t r a ­
balham os com in te g ra is  som ente sob re  o con torno  (re su lta d o s  não ap resen tad o s).
A solução  fundam en ta l dada pelas Equações (72) m ostrou se r  adequada p a ra  
e s te s  problem as. Em v is ta  da  s im plificação  dos ten so re s  re su lta n te s , bem como da s i­
m ilaridade  e x is te n te  e n tre  e s te  e aquele dado p a ra  p lacas  f in a s , propom os seu uso co­
mo solução p a d rã o  p a ra  os p rob lem as a  e la  co rre la to s .
6 .3  -  Sugestões
E studos recen tem en te  fe i to s  com algum as in teg rações  a n a lític a s  m o stra ram  
que o procedim ento  de TELLES [12] p a ra  in teg rações s in g u la res  ta lv ez  não se ja  tã o  bom 
su b s titu to  do p rocesso  de in te g ra ç ã o  g au ssian a  com funções peso lo g arítm icas . Se e s­
ta s  s in g u la rid ad es  fo rem  iso ladas e en tão  in te g rad a s  separadam en te  é possível o b te r 
re su ltad o s  m ais p rec iso s. O uso de funções de in te rp o lação  cúbicas, bem como de e le ­
m entos com fo rm a to  de a rco  de c írcu lo , pode m elhorar a inda  m ais os resu lta d o s , e pos­
sivelm ente e lim inar ou re d u z ir  a s  oscilações observadas nos elem entos quad rá tico s .
A ex ten são  da fo rm ulação  p a ra  prob lem as dinâm icos e de e s tab ilid ad e  é o 
m ais d ire to  dos cam inhos a  se r  seguido, incluindo a inda  a ainálise de p lacas lam inadas 
com postas, p lac a s  em fundações e lá s tic a s , te rm o -e la s tic id ad e , e tc .
Deve tam bém  s e r  p re v is ta  um a seleção  au to m ática  do núm ero de pontos de 
in teg ração , dependendo e s te s  da d is tâ n c ia  m ínim a do ponto de colocação ao elem ento 
sob in teg ração  (BEER [42]), bem como p rev e r o uso sim ultâneo de d is tin to s  elem entos, 
possib ilidades e s ta s  não p re v is ta s  na versão  num érica a tua lm en te  im plem entada.
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APÊNDICE A
MODELO DE MINDLIN PARA DEFLEXÃO DE PLACAS
Por conveniência, a s  defin ições in ic ia is  ap re se n ta d a s  no C apítu lo  2 se rão  
aqui repetidas.
Seja uma p laca  iso tró p ic a  e hom ogênea, de e sp essu ra  un ifo rm e h, ocupando 
uma reg ião  Q(x )x [-h /2 ,h /2 ]  c  IR^Íx ), conform e a F igu ra  1, onde os x  ’s são  as c o o r-
Oi i i
denadas c a rte s ia n as  e Í2 é o p lano de re fe rê n c ia  x  , a b e rto  e lim itado , com con to rno  FOí
lipschitziano. Suponhamos que a  p laca  e s tá  s u je ita  à uma c a rg a  d is tr ib u íd a  P °r
unidade de á re a  de Q na d ireção  x^ ( tra n sv e rsa l a Q).
As condições de ca rre g am e n to  nas fac e s  da p laca  são; 
o- (x ,± h /2 ) = 0
CC3 ^  (Al)
^ 3 3 % '- ^ ' '^ ^  = -  è
No âm bito do m odelo de MINDLIN [4] supomos o campo de deslocam entos 
F igura  Al, ta l  que os v^’s, a s  com ponentes dos deslocam entos de pontos s i tu a ­
dos ao longo de x^ nas d ireções x . ,  são;
V (x ) = x 0 (x )
a i  3 oc 13 ( ^ 2 )
V (x ) = w (x  )
3 i p
onde w é a  deflexão  tra n s v e rs a l  da su p e rfíc ie  de re fe rê n c ia  e os são  as  ro taçõ es  
da norm al à superfíc ie  de re fe rê n c ia  indeform ada nos p lanos P a ra  s im p lif ic a r  as
equações seguintes, o campo de deslocam entos de p laca (0^,w ) s e rá  ex p resso  a  p a r t i r  
deste  ponto por u .
Devido à  consideração  d as  deform ações c isa lh an te s , a  norm al à  su p e rfíc ie  
de re fe rê n c ia  indeform ada não perm anece  norm al á m esm a su p e rf íc ie  defo rm ada , perm ane­
cendo no en tan to  r e t a  e inex tensível.
Temos assim  o seg u in te  cam po de deform ações, considerando  a  te o r ia  linear 
da e lastic idade  (BORESI e LYNN [43]):
"3,a
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F ig u ra  Al -  Campo de D eslocam entos
e  = — ocp 2
K =  U + U 
<x3 cí 3 ,  OC
e ’ = 0
33
(A3)
sendo s im étrico  o te n so r  das deform ações.
Pela  te o r ia  lin ea r da e las tic id ad e  tem os ainda  as segu in tes equações
constitu tivas:
onde:
0- = G c ’ + e’ + 7^  e’ ô
ocp (3oc 1 -1 /  y y  oc/3
cr = G ^ ’
oc3 oc3
(A4)
G = -  módulo de e las tic id ad e  tra n sv e rsa l2 ( 1+ 1/ )
E -  módulo de e las tic id ad e  longitudinal 
-  coefic ien te  de Poisson 
0 p a ra  a * p
6 = . ocp -  d e lta  de K ronecker1 p a ra  a. = i3
sendo desp rezad as  as  tensões o- .
3 3






U + U + ----  U Õoc.p p.oc 1-P y .y  oíg
U + U 




F inalm ente, defin im os a s  com ponentes de ten são  de p laca  da m aneira  usual,
M (x ) =ocg y
Q (x ) =Oí r
h/2  
o- X dx
Oíf3 3  3





- h / 2
onde M e Q são os m om entos ( f le to re s  e to rç o res )  e os e s fo rço s  c o r ta n te s , re sp e c -
OC^ Oí
tivam ente , por unidade de com prim ento.
Pelas h ip ó teses  c in em áticas  ad o tad as  obtivem os as  ten sõ es  c isa lh an te s  
t ra n sv e rsa is  co n stan tes  ao longo da e sp essu ra  da p laca  (u. s  u . (x^) ) ,  o que sabem os 
não re p re s e n ta r  bem um a s itu ação  re a l  (ver Equações (6)). No en tan to , levarem os em 
consideração  o f a to  de que as m esm as variam  ao longo da d ireção  x^. Com e s te  in tu ito ,
farem os uma ponderação  no va lo r de o- , usando a seguin te  ex p ressão  p a ra  a in teg ração
oí3
das expressões acim a:
0- = k V
a 3  ct3
(A7)
onde k é uma co n stan te  que depende de i;, ta l  que o resu lta d o  obtido  na  solução de um 
determ inado problem a de p ropagação  de ondas se ja  idêntico  àquele ob tido  m edian te  a 
te o r ia  trid im ensional da e la s tic id ad e , sendo dado por:
4/  ( l - a k 2 ) ( l - k 2 )  = (2-k2)2 0  < k < 1 (A8)
com
a  = l - 2 u (A9)2 ( l - p )
Então, m edian te  a  su b s titu iç ão  das Equações (A5) nas Equações (A6), u san ­
do as Equações (A7) ao invés das co rresp o n d en tes  Equações (A5), o b tém -se  as  seg u in tes  




U + U + ----- U ÕOd.p p.od 1 - f  y .y  oc^
(AlO)
Q = D A2(u + U )
< x  ^  Oí 3  ,oc
onde:
sendo:
D = Eh3 -  r ig id ez  à  f le x a o  da p laca
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A2 = 12k2" h ^
(AID
Assim, das Equações (A5) e (AlO) re su lta  o seguin te  campo de tensões:
12 (A12)cr = }í m 
a /3  h-^ 3  oí/3
X M
variando  lin ea rm en te  ao longo da esp essu ra  da placa.
A fim  de d e fin ir  a s  com ponentes de deform ação de p laca , procedem os de 
fo rm a  sem elhante  à  acim a, obtendo:
°^ oc3 hk2 ^oi
(A13)
Fazendo k2 = 1 definim os, a  p a r t i r  das Equações (A12) e (A13), a s  compo­
nen tes de defo rm ação  de p laca  (MINDLIN [4]):
, , 12 (e ,e  ,e  ) =11 22 12 h^
 ^ h /2 
( e ’ , e ’ ,y ’ )x dx
11 22  12 3 3  
-h/2
 ^ h / 2
r ’ dx ^ 3  3
- h / 2
(A14)
Contudo, de acordo  com REISSNER [44]-[45], o es tado  re a l  de deform ação  
variacionalm ente  c o n sis ten te  é defin ido pelo princípio dos tra b a lh o s  v irtu a is :
• " _
M ôe + Q ÔTf dQ = qôu + m ôu
Odp <x/3 oc oc3 3 oc Oí
Q
dQ (A15)
considerando a  ap licação  de m om entos ex te rnos m^, com as  consequentes equações de 
equ ilíb rio  (ver Equações (4)):
sultam :
Q + q = 0a.ot
(A16)
In teg rando  por p a r te s  a  Equação (A15), observando a s  Equações (A16), re
■y = u + u
oc3 oc 3 ,o c
(A17)
sendo e s te  e s tad o  de defo rm ação  de p laca  (c^^  relacionado às  m udanças de c u rv a tu ra )  
e fe tivam en te  considerado  na  fo rm ulação  in teg ra l do problem a.
APÊNDICE B
OBTENÇÃO DAS EQUAÇÕES INTEGRAIS PELO 
MÉTODO DOS RESÍDUOS PONDERADOS
A fo rm u la ç ã o  de p rob lem as na  fo rm a  in te g ra l é possível m ediante  a  ap lica ­
ção de p rin c íp io s  de rec ip ro c id ad e , recen tem en te  id en tificados com o m étodo dos r e s í ­
duos ponderados (MRP) (BREBBIA [7]).
P e la  abo rdagem  de um p rob lem a m ediante o m étodo dos res íduos ponderados 
p o d e-se  f a z e r  um a d is tin çã o  e n tre  os d iversos m étodos d isponíveis p a ra  se o b te r uma 
solução ap ro x im ad a  do mesmo. Além da  possib ilidade de um a c la ss if ica ç ã o  dos d ife re n ­
te s  m étodos, a  ab o rd ag em  de um p rob lem a pelo MRP é g e ra l e p e rm ite  a  abordagem  d ire ta  
de p rob lem as de fo rm u la ç õ e s  m ais com plexas.
Ao so lu c io n a r  um p rob lem a de valo res sobre  o con to rno  usando uma solução 
ap rox im ada, a s  equações de eq u ilíb rio  e resp ec tiv as  condições de contorno  não são r i ­
go rosam en te  v e r if ic a d a s , oco rrendo  p o r ta n to  e rro s  res idua is .
0  m étodo dos re s íd u o s  ponderados, g a ran tin d o  a m inim ização d estes  e rro s  




onde Q é o dom ínio em consideração , é a p a r te  do con to rno  sobre  a  qual são  p re s ­
c r i t a s  a s  fo rç a s  de su p e rf íc ie  g e n e ra lizad as , e a  p a r te  do c o rto rn o  sobre  a qual 
são  p re s c r ito s  os deslocam en tos genera lizados, sendo o con to rno  to ta l  ^ ~ ^  
com r n  r = <*.
u t  ^
A adoção  de um a so lução  aprox im ada dá origem  aos seg u in tes  e rro s  re s id u ­
a is , considerando  a s  equações de eq u ilíb rio  (4) e a s  condições de con to rno  (14):
e^w‘dQ = e^w‘dr -
r
c = M  - Q ; t O e m QOí
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e  = Q + q ^  0  e m Í2OÍ,OÍ
c  = n -  M * 0 1 i 1 so b re  T
( B 2 )
so b re  F
As fu n çõ es peso p ré -e s ta b e le c id a s , segundo as  quais os e rro s  res id u a is  
são m inim izados, são  dadas por:
w  = u
(B3)
q = t
onde u e t  são  os deslocam entos e a s  tra ç õ e s  co rresponden tes  ao estado  au x ilia r ,i i
d e sc rito  no item  2.10.
Podem os en tão  e x p re s s a r  a  Equação (Bl) na fo rm a  (KARAM [27]):
M -  Qa^,/3  a
Q
* r
u + Q + q U dQ =
Oí 3
( t  - t  )u dr -  i i 1 (u -u  )t dr (B4) i 1 i
P rocedendo uma in te g ra ç ã o  po r p a r te s  da in te g ra l de dom ínio, e usando as 
Equações (15), re s u l ta :
* r *■
M -  Q u + Q + q u dQ = -
' c
0 6 ^  ,  P  Oí 3
M u dn
Oíg O í , ^
Q
■ » * ■ *
Q u + u dn + qu dQ +
CC Oí 3 ,Oí 3
• Q
t  u dr i i
(B5)
A E quação  (B4) en tão  se tra n s fo rm a  em:
*
» ' »  *  • -,
M u  +  Q u  +  u
•'£
<x/3 o í , p  Oí
1
O í 3 , O í ■
dn =
* _ » _ *
= t  u  dr + t  u  dr + ( u  -  u  ) t  dr +








Podem os e sc re v e r  a  p r im e ira  equação p a ra  as  ten sões de p laca  (Equações 
(11)) na segu in te  fo rm a:
M = M + q




U ^ = D ^otp 2 u + uo .p  13,OC l-V  r , y  ocfi
V qô_
(B8)
As equações c o n s ti tu tiv a s  são:
M = C e
oc^ o c ^ r S  y S
Q = C z
p  P 3 Ô 3  5 3
» »
M = C e ^
oc/3 o c ^ y S  y S  
”  ^/33Ô3^S3
(B9)
onde os C são  as  com ponentes do te n s o r  das c o n stan tes  e lá s tic a s . ocl^j
Podem os e sc re v e r  en tão :
* * * *
M e  + Q y  = C  e e  + C  y Z ^
0 /3  ocfi p  /33  o c ^ y S  y S  o /3  /3 3 6 3  5 3  ^ 3
(BIO)
C onsiderando a  s im e tr ia  do te n so r  C tem os:
o i p j
o •  *  »  »
M e  + Q = (C e )e + (C
oc^ oc^  p  /33 -yôo/S  o /3  y ô  Ô 3 p 3  p 3  ô 3
(Bll)
Ou seja :
M -  -j----- ^  qôop (1- v )A2 ^ 0<^
* » ♦ *
e  + Q ? "  = M  c
o p  P  ^ 3  y&  y S  & 5 3
(B12)
E s ta  ex p re ssã o , ao  se  p ro ce d e r  um a in teg ração  no dom ínio, fica :
■ »  • *
M e  + Q y




M e  + Q zocg 0 /3  o  o 3
Lem brando que M é s im é tr ic o  e usando a  Equação (10):ocfi
M* e = M* u
oc/3 c tfi oc/3 o t . p
qc ô dn (B13) 
^  o ^  0/3
Q
(B14)
Assim, su b s titu in d o  a s  Equações (29) e (B14) em (B13):
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» •
M u + Q U + U dQ =
O í ^
1
O í , ^  OL OC 3 , a ■
• * ' * »








que pode se r  r e e s c r i ta  como:
•»
« '  * » n
M u + Q U + U dQ :oc^
1
a , / 3  a Oí 3 , 0 . -
■ * * 1
M u + Q U + U





S u b stitu in d o  o lado  d ire ito  d a  igualdade acim a na  Equação (B6) resu lta :
■ »  * 
M u  + Q
oc/3 œ , (3 Oí
u + u




O L ,O L
Q
t  u dr + i i
r





In te g ran d o  p o r  p a r te s  a  p r im e ira  in te g ra l em Q, observando as Equações
(28), vem:
■ « •
M -  Q u dQ - Q uO ^ .p  o CC Oí ,o
Q Q
» *
= t  u dr - u t  dr + qi i i i
r • r « Q
(l-y)A2 ,< dQ
(BIS)
Das E quações (23) tireunos:
* * *
F u dQ + u t  dr = t  u dr + qi i i 1 i i
'*Q r r Q
^3 (l-y)A '^ ^ a .a dQ
(B19 )
As f o rç a s  de dom ínio F . são  fo rç a s  c o n c en tra d a s  u n i tá r ia s  gen era lizad as
* »
ap licadas em um p o n to  P p e r te n c e n te  a  Q , em cada  um a d a s  t r ê s  d ireções o rtogonais 
g en era lizad as , d a d a s  p e lo s  v e to re s  u n itá r io s  e^. O ponto  P s e rá  chêmtiado de ponto fo n ­
te , sendo a s  c ita d a s  f o r ç a s  e x p re s s a s  p o r (vide Item  2.10):
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F* = Ô(Q,P)e^(P) (620)
onde:
«
P -  ponto fo n te , onde a tuam  os F
*
Q -  ponto cam po, onde o bservam -se  os e fe ito s  de F^
ô(Q,P) -  função  g e n e ra liz a d a  d e lta  de D irac, com s in g u la rid ad e  em P, possuindo 
a  seg u in te  p ropriedade :
g(Q )ô(Q ,P)dn = g(P) (821)
Q
P o rta n to :
F*(Q,P)u.(Q)dQ(Q) = u . (P)e . (P)  (B22)
Q
*
Como observado  no item  2.10, os F ’s re p re se n ta m  m om entos concentrados
^  *
u n itá r io s  g en era lizad o s  n a s  d ireções x  , enquanto  F re p re s e n ta  um a fo rç a  concen trada
OC 3
gen era lizad a  u n i tá r ia  na  d ireção  x  .O
C onsiderando cad a  c a rg a  co n cen trad a  u n itá r ia  g e n e ra liz a d a  atuando  inde­
pendentem ente, podem os e sc re v e r  (BREBBIA, TELLES e WROBEL [8]):
u* = U. .(Q ,P)e.(P)
J * (B23)
t*  = T . .(Q ,P)e.(P)
j 1J 1
onde U (Q,P) e T (Q,P) re p re se n ta m  os deslocam entos e a s  fo rç a s  de su p e rf íc ie  gene-
1 j i J
ra liz a d a s  na d ireção  j  do ponto Q, co rresponden tes a  uma c a rg a  con cen trad a  u n itá r ia  
genera lizada  ap lic ad a  n a  d ireção  i do ponto P. Os deslocam entos U^j(Q,P)  correspondem  
ao estado  d e sc rito  pe la  Equação (33).
N ote que U^^(Q,P) é função  de dois pontos: o ponto  fo n te  P, sob re  o qual 
tem os a  s ing u la rid ad e  da  função  g en era lizad a  d e lta  de D irac, e o ponto  campo Q, onde 
es tão  defin idas a s  v a riá v e is  envolvidas nas equações in te g ra is . P a ra  t a i s  equações a 
solução fundam en ta l é fu n ção  som ente da d is tâ n c ia  r  e n tre  P e Q, sendo r  dado por:
r  = II Q -  P II (B24)
F inalm en te , a  su b s titu iç ão  das Equações (B22) e  (B23) em  (B19), lem brando
que q = q , r e s u l ta  num s is te m a  de t r ê s  equações in te g ra is , vá lidas  p a ra  um ponto  P 
3
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qualquer situado  em Í2:
Uj(P) + T^^(Q,P)u^(Q)dr(Q) =
r
U^^(Q,P)tj(Q)dr(Q) +
u ,  (Q.P) -  U (Q,P)
i 3  l o t .o í
q(Q)dn(0) (B25)
Í2
que é a  iden tidade  de Som igliana p a ra  os deslocam entos u^ (BREBBIA, TELLES e WROBEL 
[8]).
Como a  ex p ressão  acim a re q u e r  o conhecim ento dos deslocam entos e tra ç õ e s  
sob re  o contorno , e sabendo-se  que p a ra  um problem a bem p o sto  não se pode 
e sp ec ific á -lo s  s im ultaneam en te  sob re  um m esm o ponto e na m esm a d ireção  genera lizada , 
é n ecessá rio  re d u z ir  a  iden tidade  de Som igliana p a ra  pontos sob re  o contorno , o que é 
fe i to  m edian te  um procedim ento  de lim ite . Os pontos P e Q, quando r e s t r i to s  ao con­
to rn o  r ,  são  denotados po r p e q.
0  contorno  próxim o ao ponto  p, F^ , é substitu ído  por um arco  c irc u la r  de
ra io  e cen trad o  em p e e x te r io r  a  fi, deno tado  po r F^ (F igura  Bl). A Equação (B25) po­
de s e r  e s c r i ta  (BREBBIA, TELLES e WROBEL [8]):
F ig u ra  Bl -  Ponto p sob re  o contorno  F^ su b s titu íd o  por um a rco  c irc u la r  F^ de ra io  e
u^(p) + T^^(q ,p)u^(q)dF(q)  =
F - F  + f  c e
U^^(q,p) t ^(q)dF(q)  +




Podemos a n a lisa r  o lim ite  de cad a  in te g ra l sep arad am en te , fazendo e  —> 0. 
A in te g ra l do lado esquerdo  da Equação (B26) pode se r  e sc r ita :
1 im
0 T j j (q,p)Uj (q)dr , (q)  =
r -r  +rc e
Tj  j (q ,p)u^(q)dr(q)  +
r-r
1 im 
e -> 0 Tj  j (q ,p ) u jq ) d r (q )
(B27)
podendo a inda  a  ú ltim a in te g ra l se r  re p re s e n ta d a  por:
1 im  
e 0 T j  J q .p )u .(q )d rfq )  = T ^ J q . p )
u^(q)-Uj(p) dr(q) +
+ Uj(p) 1 i m e 0 T.  .(q .p )d r(q )1J
(B2S)
A p rim e ira  in teg ra l à  d i re i ta  da Equação (B28) se anula , pois os u^ sao 
contínuos. Logo:
1 im  
e ^  0 T_( q , p ) u^ ( q ) d r ( q )  =
1 im 




Assim, como no lim ite  r-r = r, a  e x p ressão  do lado esquerdo  da Equação
e
(B26) pode se r  e sc rita :
u (p) + u (p) 
i j
1 im  
c 0 T . j ( q , p ) d r ( q )
= u^(p) T (q ,p )d r(q ) i j
T j j (q,p)Uj (q)dr(q) (B30)
r r
E
A ú ltim a in te g ra l em (B30) deve se r  in te rp re ta d a  no sen tido  do valor 
p rin c ip a l de Cauçhy, cu ja  ex is tên c ia  pòde s e r  d em o n strad a  se  os u^(q) sa tis f iz e re m  a 
condição de Holder em p, ou seja :
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u^(p) -  u^(q) |  < Br“ , 0 < a í l ,  B > 0  (B31)
que vem a  s e r  a  condição de L ipsch itz  quando a  = 1 (JASWON e SYMM [46]).
As dem ais in te g ra is  em (B26) ap re sen tam  sin g u la rid ad es  f r a c a s ,  podendo 
serem  assim  in te rp re ta d a s  no sen tido  norm al de in te g raç ã o  (BREBBIA, TELLES e WROBEL 
[8]).
Definim os:
T j .(q .p )d r(q ) (B32)
Quando o con torno  é suave, obtem os (BREBBIA e WALKER [9]):
(B33)
Podemos e sc rev e r a  iden tidade  de Som igliana , Equação (B25), p a ra  um pon 
to  P qualquer p e rte n ce n te  ao dom ínio ou ao contorno , observando a  Equação (B32):
C.^(P)u. (P)  + T.  .(q ,P )u .(q )d r(q )  =
r
U. . (q ,P) t . ( q)dr (q)  +
U (Q,P) -  U (Q,P)
i 3  ( l -y)A2 i a , a q(Q)dí2(Q)
(B34)
Q
devendo a  in te g ra l a  esq u erd a  se r  in te rp re ta d a  no sen tido  do va lo r p rin c ip a l de 
Cauchy.
A Equação (B34) pode s e r  e s c r i ta  em no tação  m atr ic ia l:
onde:
C u + T u d r  = [) t d r  +
r r  ~ ~ ^ Q
U - T T Í l x ^ U qdn (B35)
u = -{u u u }
1 2 3





q = {0 0 q> (B38)
U =
u U U
1 2 , 2 1 1 . 1 11 o, 1  1 2 , 2
U U u +U
2 2 , 2 2 1 , 1 21 , 1  2 2 , 2
U U u +U
3 2 , 2 3 1 , 1 31 , 1  3 2 , 2
(339)
As Equações (B34), quando u n ificadas p a ra  os m odelos de p laca  de R eissner 
e Mindlin, de acordo  com o item  2.11, são  ex p ressas  po r (WESTPHAL JR e BARCELLOS 
[34]):
C (P)u (P) +
i j J
Tj . (q , P )u . ( q )d r ( q )  = U. j (q , P) t j ( q )dr ( q )  +
U (Q,P) -  MF U (Q.P)
i  3 iod, cc
r
q(Q)dQ(Q) (B4G)
Em no tação  m atric ia l tem os:
C u + T u d r  = U t d r  + u -  MF u
P ~ ~ Jr  ~ ~ QL  ^ Rí
qdQ (B41)
APÊNDICE C
ADEQUAÇÃO DAS EQUAÇÕES AO MODELO DE PLACA DE MINDLIN
REISSNER [2] e MINDLIN [4], ao es tabelecerem  as  h ipó teses n o r te a d o ra s  de 
seus  respec tivos m odelos p a ra  d e flex ão  de p lacas , inclu íram  o e fe ito  das deform ações 
c isa lh an te s  t ra n sv e rsa is , o que fo i a  chave p a ra  a  reso lução  do pa radoxo  c lássico  das 
condições de con torno  (REISSNER [45]).
Enquanto  R e issner p a r t iu  de um a equação variac iona l p a ra  as  tensões,
Mindlin p a r t iu  de um campo de deslocam entos, fazendo  as  in teg raçõ es  ap ro p riad a s  das
equações de equ ilíb rio  tr id im en sio n a is  na  d ireção  3. No modelo de R eissner a  p a rce la
proven ien te  de (t é v a riac iona lm en te  nula, enquanto que no modelo de Mindlin é d es- 
3 3
p rezado  o e fe ito  médio de <r . A s  dem ais d ife ren ças  d ire ta s  e n tre  os dois m odelos po-
3 3
dem s e r  v is ta s  no item  2.7.
P o rta n to , como re su lta d o  das d ife re n te s  h ipó teses ad o tad as , obtivem os 
(Equações (li) e (A8)):
R eissner:
M = Docfi 2 + u
Zv
p , a .  l - V  y , y  o t^
u + u
OC 3 ,o c
(Cl)
Mindlin:
M = Dotjs 2
2vu + u + —  u ô a.p /3.0C l-l^ r , i r  a f i
Q = d í ; ! : x^
oc 2
u + u 
a  3  , a
(C2)
Logo, vemos que os m om entos f le to re s  M do m odelo de R e issner têm  a c re s -  
c id a  um a p a rce la , re lac io n ad a  ao ca rre g am e n to  no ponto de m edição d e s te s  m omentos.
No que concerne à  so lução  fundam en ta l, podemos ver que a  r e fe r id a  p a rc e la  
e s tá  inclusa no operad o r d ife ren c ia l F^, e p o r ta n to  a  solução fundam en ta l é a  m esm a
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p a ra  os dois m odelos, como se pode ver pe las Equações (17) e (33).
Também, procedendo de fo rm a  sem elhan te  àque la  do item  2.9, é obtida a 
fo rm a  s im ila r à s  Equações (20), p a ra  o modelo de Mindlin:
DA2u^ =
(C3)
1+vQ = DAu + 7-|---- q
Oí 3 , O í  (1-V’)A2
A p a r te  não-hom ogênea das equações de N avier, Equação (19), é:




ALGUMAS EQUAÇÕES NECESSÁRIAS PARA A OBTENÇÃO 
DOS TENSORES FUNDAMENTAIS
De ABRAMOWITZ e STEGUN [38] tem os;
K = -  K0, z 1
K = -  K -












z = Xr, Oú yOC
r  d r  d r
r* “ d T* 11
,OÍ d x  (Q) 1 — -- Ir  OL
r
ot
_  X ô -  r  r
,Í3  Z otIS ,13
r  r  
.a
r ô + r ô - 2 r r r  
,oc /3 y  ,13 a .y  ,0 i , y
r  r  r
.Oí , y
^  X 













K = -AK r
0 ,OC 1 .06
K = -A2 -  K S 2K + -  K r  r
O . a ß Z 1 ocß 0 Z 1 . «  ,/3
AK = A^K0 ,oc 0 ,(x
AK = A^K










(Inz) = -  r
,06 Z ,OC
Cl > _(Inz) „ ~ :rz,ocß
(Alnz) = 0 > ú:
(Alnz) = 0
,OLß
õ -  2r r







Az2 = 4A2 
A2z2 = 0
z2 = 2Azr.a  ,cc
Z2 = 2A2ô
, Oiß ocß
Az2 = 0  .0£










Az^lnz = 4A2(lnz + 1) 
A^z^lnz = 0
(z^lnz) = Az(21nz + D r,oc ,oi
(z2lnz) = A2,ocß (21nz + l)ô  ^ + 2 r r  ^aß ,a  ,ß
(Az2lnz) = 4 —  r
,o i  Z , a







AI = A2l 
0 0
A2l = A^I 
0 0
I = AI r0 ,a  1 ,a
I = A2O.aß -  I Ô +Z 1 Odß I -  -  I0 Z 1
r  r
, a
AI = A2l0 , 0. 0 ,a







D. 2 -  D erivadas do T ensor U
i J
B = —  . r  z
A = —  
, r  z
zK + A 1
zK + 2A 
1








X r  ô + r  ô - 4 r  r „ r,oc ß-y ,ß  ocy ,oc ,ß  ,y
BI = - -  
.y  Z
AI = - -  
,y  z
- z l  + AI
- z l  + 2AI 
1
A ir r _  A AI r  ô +r ô _ 4AI-ZI r  r  r
.y  z ,oc ß y  , ß  ocy 1 ,o t , ß  ,y
(zlnz) = X(lnz + D r, r  ,y
zinz r = A ô Inz + r  r
. a .y ocy ,oc ,y
z r = Aô
.y ocy
(z^lnz) = Az(21nz + D r
.y yy
BS -A r r _ A zK r  ô +A r 6 +r ô +r ô
ocß ,cc ,ß ^ .y  z - 1 , y  oLß ,oL ß y  , ß  ocy , y  ocß
4A + zK r  r  r ■1 ,oc , ß .y_
ô -  2 r rocß ,oc ,ß
2A r  ô +r ô +r ô - 4 r  r  r,oc ßy  ,ß  Oiy ,y  ocß ,ot ,ß  ,y












4AI -  z l r  r  r1 ,oc , ß  ,y _
(D56)
APÊNDICE E
DETERMINAÇÃO DOS FATORES GEOMÉTRICOS C.^.
Quando especializam os a iden tidade  de Som igliana (Equações (B25)) p a ra  um
ponto p sobre  o contorno, definim os os f a to re s  C (p) (Equações (B32)):
i j
C (p) = Ô + i j 1J c — > 0 T (q,p)dr(q) i j
(El)
Tendo definido o ten so r T^^ nas Equações (82) e observando a  F igu ra  El, 
r e s u lta  (DANSON [47]):
n = r  = COS 0
1 , 1
n = r  = sen 0
2 .2





r  = 1
,n
(E5)
Além do m ais, tem os os segu in tes lim ites:
l im  . . .  - 1
l im  y  ^ AeI (Ae) = e — > 0 1 2
l im  , 1
I im  










I (Ae) = 1 e — > 0 0
(E12)
sendo:
-y = 0,5772156649015329 (E13)
a  constan te  de Euler.
Obtemos assim :





^  T4 c
0
4 c







T = 71 +  0  -  0
1 2
T = sen 20 -  sen  20s 2 1




Como esperado , p a ra  um ponto  do contorno  com tan g en te  con tinua  tem os.
observando que 0^ = 0^:
C =  4  ô  i j  2 i j
(E18)
APÊNDICE F
TRANSFORMAÇÃO DAS INTEGRAIS DE DOMÍNIO EM INTEGRAIS 
SOBRE O CONTORNO
A princ ipal c a ra c te r ís t ic a  do MEC (equações in te g ra is )  é a  in terdependên­
c ia  funcional e n tre  variáveis defin idas apenas sob re  o contorno  da reg ião  em estudo. 
Problem as fo rm ulados o rig inalm ente  a  p a r t i r  de operado res d ife ren c ia is  homogêneos r e ­
su ltam  d ire tam en te  em equações in te g ra is  sob re  o contorno , c ita n d o -se  como exem plo a 
equação de Laplace. Isto  no en tan to  não im plica n ecessa riam en te  que se  ten h a  de mode­
la r  o problem a apenas sobre  o c itado  contorno , pois a  iden tidade  de Som igliana p re ­
sentem ente desenvolvida ap re se n ta  in te g ra is  no domínio, dado que a s  equações d ife re n ­
c ia is  em estudo  são  não-hom ogêneas (Equações (17), (19) e (C4)). Não há porém  nenhuma 
incógnita  nas m esm as. Assim sendo; observando que e s ta  in te g ra l de domínio re p re se n ta
o potencial do ca rregam en to  tra n sv e rsa l q ap licado  às  fac e s  da p laca , consta tam os que 
e s ta  in teg ra l pode se r  tra n sfo rm ad a  numa rep re sen ta çã o  in te g ra l so b re  o contorno, pa­
r a  alguns tip o s  de carregam ento .
L im itando a p resen te  aná lise  a um ca rreg am en to  unifo rm em ente  d istribu ído , 
e con jec tu rando  a  seguin te  equação de Poisson (VAN DER WEEËN [25]):
A. (Q,P) = U, (Q,P) (Fl)
I ,OLOL 13
podemos e x p re s sa r  a s  in te g ra is  de domínio dadas nas Equações (58) como:
U (Q,p) -  MF U. (Q,p)
i 3  \a .,o c
A, (Q,p) -  MF U. (Q,p)1 ,oíOí loc.a
n
q(Q)dí2(Q) (F2)
Usando o teo rem a da d ivergência  e lem brando que no p re se n te  caso  o c a r r e ­
gam ento é co n stan te , com a d ife renc iação  em re la çã o  ao ponto Q (por se r  a  variável 
envolvida rias equações in teg ra is ), reduzim os as' in tê ^ c d s  nò dom ínio a:
Uj^(Q,p) -  MF J Q .p ) q(Q)dn(0) =
Í2




Resolvendo a  equação de Poisson (Equação (Fl)) obtem os;
-C  +4C In z l
3 4 4 JA =
3—rr-^r ■8 C -4C
OC 2 16 ,oí 2 4
A =
3
D 2J C - 4 ^ - ^




z^lnz-4 4 C + 4 |-^ C2 l - V ” 3 +C




C -4C 1 r  r  +lnzô +
2 16 \ 2 4V J ,  oc oc^
+ 4C -C 2 r  r  + ô +4C r  r  ( 2 1 n z + l ) + l n z ô
3 4 , a  ,/3 oc/3 4  ^ , a }
A = 2A^^ r r  • C - 4 ^ C 2 1 n z - l
3 . a 2 4 ,CL 2 l - V ” 4
+C z 2 4 c  z 2 ( 4 1 n z - l ) - 8 ^  3 4 4 l-V» c +c3 4 +2C (F5)
Temos defin idos assim  os núcleos necessá rio s  p a ra  o côm puto d as  in te g ra is  
provenientes do potencial do ca rreg am en to  tra n s v e rs a l, em função  apenas de in te g ra is  
sobre o contorno (Equações (F3)).
P a ra  a  determ inação  dos deslocam entos em pontos in te rn o s , a s  in te g ra is  de 
domínio das Equações (84) são sem elhan tes àquelas e x p re ssa s  nas Equações (F3). e s ta n ­
do seus núcleos já  defin idos acim a.
Derivando as Equações (84) em re la çã o  a  x^(P ). tendo  a n te s  f e i to  a  su b s­
titu iç ã o  das in te g ra is  de domínio pe las  in te g ra is  so b re  o con torno  d ad as  n as  E quações 
(F2), re s u lta  a  seguin te  expressão  p a ra  as in te g ra is  de dom ínio d adas  n as  E quações 
(86):
84 -
U (Q ,P)- MF U (Q,P)





Assim, p a ra  a d e te rm inação  dos e sfo rço s  em pontos in ternos, fazem os as 
segu in tes su b stitu içõ es  das in te g ra is  de dom ínio. Equações (87):
U _ ( Q ,P ) -  MF V ^(Q,P)oc^3 oí^
q(Q)dí2(Q) =
Q
= q Y „ (q .P )-  MF U ^^(q .P )0/3Ô otpS n (q)dr(q) ò








Y . d 1 ? X ^oc3^ 2 A +Aa ,p  3,^0 .
(F8)
As derivadas ag o ra  em consideração  são em re lação  ao ponto P, exceto  A
em Y , que é em re lação  a Q.Od3/3
D erivando as Equações (F5) em re lação  a  P vem:
C  -4C
8 r  ô +r ô +r ô „ -2 r  r  r
.  2 16^'' . 2 4 Z^ , o í  /3y <xy , y  . a  , r
+ 2 4C  -C r  ô  +r ô  +r Ô
3 4 , o t  g y  , /3 o t y  , y  o c g




4 C - 4 ^2 l - t »  4




2 r r  +ô,oc oc^ "4^4^"
8 r r  lnz+41nz5 +2r r  -ô  
, a  a(3 , a  a/3
■V C +C Ô +2C ô ■
-V 3 4 a/3 6 Oí^
F ina lm en te , o te n so r  Y (Equações (F8)) é dado por;Oí\p
oí^r D
1-y C -4C  
2 4
r  ô +r _ô +-— r^ ô
(F9)
- 2 r  r  _r
,a ar 1-f ,3- a.^  ,a .r
4C -C
3 4
r  6 6  a  ^
, a  p y  a y  1 - f  , y  a ^
+2C r  ô +r ô
, a  p y  a y
(21nz+l)+2r r  r  + ,a  .y
+-;— r^ ô 1-v 2(1+31^ )lnz+l+5i^ }
gu iares.
a3p [ o - r l
3^6 4C ô + T ^ 4 r r  +(41nz+3-r)ô ^ +2 4 2 ap  1-P 4 ,a  , /3 o p
+ 8 ^ C  Ô -2C ô
1 - V  3 a ^  6 0/3
(FIO)
P a ra  conc lu ir, a s  in te g ra is  de domínio ex p re ssa s  nas Equações (98) ficam ;
q(Q)dQ(Q) =U ,(Q ,P )-  MF V .(Q ,P)
a i 3  a i
Q
= q Y ,^(q .P) -  MF U ._^(q,P)a i p  a i p n (q)dr(q)
(Fll)
r
Os te n so re s  associados à s  novas in te g ra is  sobre  o con to rno  são todos r e -
No caso  de ca rg a s  concen tradas  ap licad as  em m pontos Q -  y . tem os 
(KAMIYA e SAWAKI [48]):




Então , a s  in te g ra is  de domínio. Equações (58), são  dadas por:
q(Q)dQ(Q) =U ^(Q,p) -  MF U, (Q.p)





que pode se r ca lcu lado  sim plesm ente , sem  integração.
P a ra  a  d e te rm in ação  dos esfo rços em pontos in te rnos, a s  in te g ra is  ex p res­
sas  nas Equações (98) ficam :
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